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Kapitel 1
Einleitung
1.1 Reaktionstechnik
Die chemische Verfahrenstechnik, erweitert durch das moderne Feld der Biotechnologie, befaßt
sich mit der (bio-) chemischen Umwandlung von Stoffen. Die dafu¨r notwendigen Reaktionen wer-
den i.d.R. in geschlossenen Beha¨ltern ausgefu¨hrt – sog. Reaktoren. Dies sind Apparate, in denen
verschiedene Substanzen (oder Gemische) miteinander in Kontakt gebracht werden, um chemische
Reaktionen oder biochemische Umsetzungen zu ermo¨glichen.
1.1.1 Mehrphasige Prozesse
Nach der Beschaffenheit der Ausgangsstoffe la¨ßt sich eine Klassifizierung der Prozesse und Ap-
parate (Reaktoren) aufstellen: Im einfachsten Fall werden nur miteinander mischbare Flu¨ssigkei-
ten vereinigt. Hier ist die Aufgabe des Reaktors, die Mischung der verschiedenen Reaktanden zu
homogenisieren, um ein gleichma¨ßiges, vollsta¨ndiges Ausreagieren des Reaktionsgeschmisches zu
ermo¨glichen.1
Weiterhin ko¨nnen mehrere nicht miteinander mischbare Phasen (ha¨ufig mit unterschiedli-
chen Aggregatzusta¨nden) zusammengebracht werden. Fu¨r bina¨re Systeme kommen hier die Paa-
rungen (1.) Gas–Feststoff, (2.) Gas–Flu¨ssigkeit, (3.) Flu¨ssigkeit–Flu¨ssigkeit (Emulsion) und (4.)
Flu¨ssigkeit–Feststoff (Suspension) in Frage. In diesen Fa¨llen soll meistens auch eine (bio-) chemi-
sche Umsetzung von Substanzen erreicht werden, die nicht miteinander mischbar sind.2 Es muß
also Stoffaustausch zwischen den Phasen erreicht werden. Dieser erfordert generell eine (idealerwei-
se mo¨glichst große) Phasengrenzfla¨che. Um diese herzustellen, mu¨ssen also die Phasen im Reaktor
ineinander dispergiert werden.
Das Dispergieren einer fluiden Phase in einer anderen Phase ist das Zerteilen der zu disper-
gierenden Phase in kleine, diskrete Blasen oder Tropfen, die dann mo¨glichst gleichma¨ßig in der
umgebenden kontinuierlichen Phase verteilt werden. Dies ist die Aufgabe effizienter Mehrpha-
senreaktoren. Feste disperse Phasen mu¨ssen gewo¨hnlich vor der Eingabe in den Reaktor zerklei-
nert werden; sie werden dann im Reaktor mo¨glichst gleichma¨ßig verteilt. Damit soll immer eine
gleichma¨ßige Umsetzung innerhalb des gesamten Reaktionsvolumens und dessen effizienteste Aus-
nutzung erreicht werden.
1Reaktionen mehrerer gasfo¨rmiger Komponenten miteinander sind meistens so schnell, daß gegenu¨ber der maxi-
malen Vermischung eher eine geordnete Reaktionsfu¨hrung in Form einer geregelten Flamme im Vordergrund steht.
2Eine Alternative stellen katalytische Reaktionen an der Oberfla¨che eines dispersen Feststoffs dar. Auch hier ist
aber die Gro¨ße der Phasengrenzfla¨che bestimmend fu¨r den Prozeßdurchsatz.
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1.1.2 Gas-Flu¨ssigkeits-Reaktoren
In vielen Fa¨llen besteht ein mehrphasiges Reaktionssystem aus einem Gas und einer Flu¨ssig-
keit. Wenn die reaktive Komponente des Gases gut und schnell in der Flu¨ssigkeit gelo¨st (absor-
biert) werden kann, wird die Dispergierung der Phasen ineinander ha¨ufig in einem Spru¨hturm
ausgefu¨hrt [77] – die Flu¨ssigkeit wird hier aus Du¨sen in feine Tropfen verspru¨ht, die in einen vom
Gas durchstro¨mten Raum eintreten, vom Gas umstro¨mt werden und sich schließlich, der Schwer-
kraft folgend, am Reaktorboden sammeln.
Spru¨htu¨rme ko¨nnen also z.B. zum ”Waschen“ großer Gasstro¨me eingesetzt werden. Ein ande-
rer Reaktortyp fu¨r diese Operation sind Tropfko¨rperreaktoren. Die Flu¨ssigkeit rieselt hierin u¨ber
eine Schu¨ttung aus kleinen, festen Ko¨rpern (z.B. Steine) herab, durch deren freibleibendes Hohl-
raumvolumen das Gas stro¨mt. Diese Technik wird z.B. zur Behandlung von u¨belriechenden oder
giftigen Abluftstro¨men eingesetzt.
Oftmals ist aber das eigentliche Reaktionsgeschehen eindeutig in der Flu¨ssigkeit lokalisiert,
und es vollzieht sich vergleichsweise langsam, so daß der sinnvollste Reaktionsapparat zum Errei-
chen hoher Raumzeitausbeuten wenigstens zum gro¨ßten Teil mit Flu¨ssigkeit gefu¨llt ist. Wegen der
schlechten Lo¨slichkeit eines gasfo¨rmigen Reaktanden in der Flu¨ssigkeit (z.B. Sauerstoff in wa¨ßri-
gen, biotechnologischen Medien) muß aber ein kontinuierlicher Stoffu¨bertritt aus der Gasphase in
die Flu¨ssigkeit ermo¨glicht werden. Dafu¨r wird kontinuierlich (z.B. sauerstoffhaltiges) Gas in der
Flu¨ssigkeit dispergiert, so daß immer eine große (spezifische) Phasengrenzfla¨che fu¨r ungehinderten
Gasu¨bertritt in die Flu¨ssigkeit zur Verfu¨gung steht.
1.1.3 Blasenbegaste Reaktoren
Im wesentlichen werden zwei Hauptformen solcher blasenbegaster (Bio-) Reaktoren industriell
eingesetzt: Turmreaktoren und Ru¨hrbeha¨lter. In Turmreaktoren wird Gas von unten durch (eine
oder viele) Rohro¨ffnungen oder poro¨se Oberfla¨chen eingeblasen. Es bilden sich Gasblasen, die in der
Flu¨ssigkeit aufsteigen und dadurch u.U. auch eine gewisse Zirkulationsstro¨mung in Gang setzen.
In Ru¨hrbeha¨ltern wird zur verbesserten Vermischung mit rotierenden Einbauten eine zusa¨tzliche
Zirkulationsstro¨mung angetrieben. Beide Reaktortypen ko¨nnen zusa¨tzlich fest stehende Einbauten
(wie z.B. Wa¨rmetauscherrohre oder einfache Stro¨mungsbrecher) enthalten.
Turmreaktoren. Turmreaktoren haben gewisse Vorzu¨ge: Auf Grund des Fehlens bewegter Ein-
bauten sind sie mechanisch einfach, gut abzudichten und somit fu¨r den Betrieb unter Druck oder
unter steriltechnischen Anforderungen besonders geeignet. Sie ko¨nnen u.a. als Blasensa¨ulen oder
Schlaufenreaktoren ausgefu¨hrt werden. Ihr Nachteil ist, daß die Flu¨ssigkeitsstro¨mung nur durch
permanenten Gasstrom aufrecht erhalten werden kann. Soll kein (oder nur ein geringer) Stoffeintrag
aus der Gasphase erreicht werden, kann mit verdu¨nnten oder vollsta¨ndig inerten Gasen begast wer-
den. Sollen aber kleine Gasmengen bei hohen Partialdru¨cken (also unverdu¨nnt) gleichma¨ßig u¨ber
das Flu¨ssigkeitsvolumen verteilt werden, ergeben sich praktische Probleme. Auch das Ausgasen
flu¨chtiger Komponenten in die disperse Gasphase kann schwer vermieden werden, wenn der Gas-
strom zum Antrieb der Flu¨ssigkeitsumwa¨lzung (Vermischung) no¨tig ist. Hier ka¨me lediglich eine
Kreislauffu¨hrung des Gases in Betracht.
1.1.4 Ru¨hrkesselreaktoren
Die wesentliche Alternative zum auftriebsgetriebenen Turmreaktor ist der mechanisch geru¨hr-
te Beha¨lter. Hier kann die Flu¨ssigkeitsvermischung (angetrieben durch den Ru¨hrer) vollkommen
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unabha¨ngig von jeglicher Begasung eingestellt werden. Außerdem kann Gas u¨ber dieselben Bega-
sungseinrichtungen wie im Turmreaktor eingefu¨hrt werden.
Insbesondere lokal (am Ru¨hrer) lassen sich in Ru¨hrkesseln sehr hohe Scherkra¨fte und turbu-
lente Vermischungsintensita¨ten erreichen. Die Scherkra¨fte und hohen Turbulenzgrade fu¨hren zu
einer weitergehenden Blasenzerteilung, so daß kleinere Blasen mit einer geringeren Aufstiegsge-
schwindigkeit und einer gro¨ßeren Verweilzeit im Reaktionsvolumen resultieren. Das fu¨hrt zu einer
Erho¨hung des dispersen Gasvolumens im Reaktionsraum.
Außerdem ergibt sich mit zerkleinerten Blasen eine gro¨ßere spezifische Phasengrenzfla¨che und
(auch wegen der ho¨heren Turbulenzgrade in Ru¨hrerna¨he) ein verbesserter Stoffaustausch (vgl.
Abschnitt 4.1.3, auf Seite 59). Es werden auch Ru¨hrorgane eingesetzt, die selbst als Gasverteiler
wirken. In Verbindung mit einer hohlen Ru¨hrwelle la¨ßt sich so wiederum eine Kreislauffu¨hrung des
Gases (in diesem Fall innerhalb des geschlossenen Reaktionsbeha¨lters) realisieren.
1.2 Modellierung
In der stoffverarbeitenden Industrie existiert immer die Grundanforderung, gro¨ßtmo¨gliche Stoff-
mengen (-stro¨me) bei kleinsten Apparate- und Energiekosten3 mo¨glichst schnell und mo¨glichst
vollsta¨ndig umzusetzen. Zusa¨tzlich soll jeder Prozeß mo¨glichst reproduzierbar und sicher ablau-
fen; menschliche Fehler bei der Prozeßfu¨hrung sollen nach Mo¨glichkeit nicht zu Katastrophen
fu¨hren.
1.2.1 Optimierung
Zu diesem Zweck wird sta¨ndig an der Optimierung neuer und bestehender Prozesse gearbeitet. Die
einfachste Vorgehensweise ist hierbei ”Versuch und Irrtum“ – es werden gewisse Vera¨nderungen
am Apparat und/oder an der Betriebsweise vorgenommen, und in der Folge werden erreichbare
Durchsa¨tze und Ausbeuten mit fru¨heren Erfahrungen verglichen. Definiert man fu¨r die versuchs-
weisen Vera¨nderungen quantifizierbare Parameter, so la¨ßt sich durch solche Experimente (mit
entsprechender Strategie) das Optimum in einem mehrdimensionalem Raum finden, wobei jeder
Parameter einer Dimension dieses Parameterraumes entspricht.
Zu einer mehr analytischen Herangehensweise gelangt man, indem ein Prozess in bestimmte
Teilprozesse aufgelo¨st wird – diese ko¨nnen z.B. eine chemische Reaktion, der Wa¨rmeaustausch
oder der Stoffaustausch zwischen mehreren Phasen im Reaktor sein. Durch die gezielte Variation
ausgewa¨hlter Parameter in Experimentserien erarbeitet man dann genaue Informationen u¨ber die
Abha¨ngigkeit jedes dieser Teilprozesse vom Wert jedes einzelnen Parameters. Die variierbaren
Parameter lassen sich dabei in vier Gruppen einteilen: (1.) Stoffeigenschaften, (2.) Betriebspara-
meter, (3.) geometrische Proportionen und (4.) der absolute Maßstab (Gro¨ße) des untersuchten
Apparates.
Die Abha¨ngigkeiten bestimmter (Teil-) Prozesse von Parametern der Gruppen 1 bis 3 sind
ha¨ufig unabha¨ngig vom absoluten Maßstab (einziger Parameter der Gruppe 4), solange die geo-
metrischen Proportionen des Apparates beibehalten werden. Hierauf basiert die sog. A¨hnlichkeits-
lehre [77, 337]. Bezieht man also alle absoluten La¨ngen auf eine charakteristische Abmessung des
Apparates, so gelten fu¨r Apparate verschiedener Gro¨ße dieselben Abha¨ngigkeiten. Dru¨ckt man die
experimentell gefundenen Abha¨ngigkeiten in einer dimensionslosen Form aus, so gelten mithin fu¨r
geometrisch ”a¨hnliche“ Apparate unterschiedlichster Gro¨ße exakt dieselben Korrelationen.
3Auch Personal- und andere Kosten ko¨nnen zusa¨tzlich eine bedeutende Rolle spielen.
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1.2.2 Dimensionsanalyse
Sinnvolle dimensionslose Darstellungen der Zusammenha¨nge findet man mit der Dimensionsanaly-
se [337]: Zu einer fraglichen Gro¨ße werden alle in Frage kommenden Einflußgro¨ßen gesucht, von de-
nen die fragliche Gro¨ße beeinflußt wird, also abha¨ngig ist. Von der Anzahl aller gefundenen Gro¨ßen
zieht man die Anzahl aller in den Einheiten dieser Einflußgro¨ßen (und der fraglichen Abha¨ngigen)
enthaltenen Basiseinheiten (Meter, Kilogramm, Sekunde, Kelvin,. . . ) ab. Die verbleibende Diffe-
renz ist die Anzahl der dimensionslosen Gruppen G, in die die gesammelten Gro¨ßen (einschließlich
der Abha¨ngigen) durch Multiplikation und Division zusammengestellt werden ko¨nnen.
Mit den aufgestellten dimensionslosen Gruppen G la¨ßt sich dann eine Korrelation der folgenden
Form aufstellen:
Gi = BGi ·
∏
j 6=i
G
fj
j (1.2 - 1)
Sie entha¨lt so viele Unbekannte wie Gruppen, na¨mlich eine Proportionalita¨tskonstante BGi und die
Exponenten fj . Deren Werte lassen sich durch eine begrenzte Anzahl systematischer Experimen-
te bestimmen. Mit der gefundenen Korrelation lassen sich dann geometrisch a¨hnliche Apparate
idealerweise vollsta¨ndig beschreiben.
In der Praxis ist die Verwendbarkeit solcher Korrelationen nicht unbegrenzt: Bei der Bestim-
mung der Parameter werden Einflu¨sse eines Parameters auf die Auswirkungen eines anderen Para-
meters vernachla¨ssigt.4 Weiterhin sind die Zahlenwerte BGi und fj nicht unbedingt Konstanten –
sie ko¨nnen von den Werten aller physikalischen Einflußgro¨ßen abha¨ngen. Dies zeigt sich besonders
ha¨ufig darin, daß Korrelationen nur innerhalb bestimmter Grenzen fu¨r die Werte der einzelnen
dimensionslosen Gruppen Gu¨ltigkeit haben. Die Anwendung einer Korrelation in Wertebereichen
fu¨r die einzelnen Gruppen (bzw. eigentlich sogar alle einzelnen Gro¨ßen), in denen keine besta¨rken-
den Meßwerte vorliegen, ist immer eine Extrapolation mit dem Risiko, den Gu¨ltigkeitsbereich der
Korrelation zu verlassen.
Außerdem ist fu¨r einige Zusammenha¨nge die Unabha¨ngigkeit vom Maßstab des Apparates nicht
gegeben. Dies betrifft insbesondere turbulenzbeeinflußte Vorga¨nge in komplizierten Geometrien –
wie z.B. turbulent geru¨hrte Prozesse.
1.2.3 Analytische Ansa¨tze
Tiefere Einblicke und bessere Vorhersagen lassen sich erreichen, wenn die relevanten (Teil-) Pro-
zesse mit physikochemischen Gesetzen analytisch beschrieben werden. (Dazu geht man normaler-
weise von der Bilanz einer Erhaltungsgro¨ße und all ihrer zu- und abfließenden Stro¨me in einem
bestimmten Bilanzraum aus.) Diese Modellbildung ergibt Differentialgleichungen und -systeme,
die sich nicht immer analytisch auflo¨sen lassen. Insbesondere wo die Apparategeometrie eingeht
und nicht einfach ist, lassen sich deswegen keine expliziten Vorhersagen fu¨r z.B. Wa¨rme- und
Stoffaustauschstro¨me (oder viele andere quantifizierbare Pha¨nomene) treffen.
Ha¨ufig lassen sich aus den aufgestellten Differentialgleichungen dennoch Abha¨ngigkeiten oder
wenigstens Trends erkennen. Die analytische Modellbildung vermittelt hier zumindest ein tieferes
Versta¨ndnis fu¨r die behandelten Vorga¨nge und gibt Anhaltspunkt fu¨r eine effiziente Vorgehensweise
bei den oben genannten mehr empirischen Optimierungstechniken.
In anderen Fa¨llen sind aber die Zusammenha¨nge auch in der analytischen (mathematischen)
Darstellung so kompliziert, daß ihre weitere Auswertung und Verwertung unmo¨glich wird. In solch
einer Situation helfen computertechnische Methoden weiter. Mit der numerischen Behandlung der
4Es werden, mathematisch ausgedru¨ckt, nur partielle Ableitungen betrachtet.
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komplizierten Differentialgleichungen und -systeme lassen sich, immer fu¨r einen genau vorgege-
benen Satz von Einflußgro¨ßen, die davon abha¨ngigen Prozeßgro¨ßen (wie z.B. Stoff- und Wa¨rme-
stro¨me) ermitteln. Dies versteht man gewo¨hnlich unter dem Begriff der ”(numerischen) Simula-
tion“.
1.3 Einfluß der Vermischung
Bei der Simulation von Vorga¨ngen in (Bio-) Reaktoren interessieren vor allem Vorga¨nge wie Stoff-
austausch, Wa¨rmeaustausch und chemische Reaktionen, biochemische Umsetzungen oder biolo-
gische Stoffwechselleistungen. Ein Reaktor hat eine gewisse Volumenausdehnung, und nicht an
jedem Punkt herrschen genau dieselben Verha¨ltnisse – in der Na¨he eines eingebauten Wa¨rmetau-
scherrohres ko¨nnen z.B. andere Temperaturen herrschen als weit von ihm entfernt.
Fu¨r die meisten mathematischen Modelle von Prozessen in (Bio-) Reaktoren werden vereinfa-
chende Annahmen bezu¨glich der Vermischung des Reaktorinhaltes gemacht: In (einstufigen) Ru¨hr-
kesseln wird die Flu¨ssigkeit meistens als vollkommen homogen durchmischt angenommen (sog.
Modelle mit konzentrierten Parametern). Fu¨r eine eventuelle (disperse) Gasphase kann u.U. auch
eine Kolbenstro¨mung (ohne jede Ru¨ckvermischung) angenommen werden [263]. In Blasensa¨ulen,
insbesondere im homogenen Stro¨mungsregime, bietet sich auch fu¨r die Flu¨ssigkeit die Annahme
einer Kolbenstro¨mung an.
Die Realita¨t zeigt generell mehr oder weniger große Abweichungen von diesen idealisierenden
Annahmen. Inhomogenita¨ten fu¨hren zu ”verschmierten“ Betriebszusta¨nden des Gesamtreaktors,
deren Verhalten u.U. mehr oder weniger stark von der analytischen Beschreibung abweicht. Der
Vermischungszustand im Reaktor kommt als ein zusa¨tzlicher, schwer quantifizierbarer Einflußfak-
tor zur oben aufgestellten Liste hinzu (vgl. den zweiten Absatz in Abschnitt 1.2.1, auf Seite 3).
1.3.1 Relevanzkriterien
Es ha¨ngt von den genauen Eigenschaften eines jeden Prozesses und Apparates ab, ob die vorge-
nannten Inhomogenita¨ten im Reaktionsvolumen relevant sind, oder ob sie beim Aufstellen verla¨ßli-
cher Prozessmodelle vernachla¨ssigt werden ko¨nnen. Diese Entscheidung la¨ßt sich fa¨llen, indem
charakteristische Zeitkonstanten einerseits der Vermischung im Reaktor und andererseits der be-
absichtigten Austausch- und Reaktionsvorga¨nge miteinander verglichen werden [13].5
Zur Darstellung der Vermischungsvorga¨nge in charakteristischen Zeitkonstanten bieten sich
Zirkulationszeiten, Mischzeiten und (fu¨r kontinuierlich gefu¨hrte Reaktanden, z.B. die Gaspha-
se) mittlere Verweilzeiten an. Diese Gro¨ßen lassen sich mit Spurstoffexperimenten ermitteln: Der
betrachteten Phase wird stoßartig eine bestimmte Menge eines Spurstoffes zugesetzt (”Dirac-
Impuls“), und an anderer Stelle im Reaktor wird kontinuierlich die Konzentration des Spurstoffes
u¨ber der Zeit aufgezeichnet.6 Bei kontinuierlich gefu¨hrten Phasen (z.B. die Gasphase) kann auch
eine abrupte A¨nderung der Zusammensetzung in der Zufuhr angewendet werden – mit speziellen
Detektoren (z.B. Gasanalysatoren) wird dann die sog. Sprungantwort am Ausgang des ru¨ckvermi-
schenden Systems ermittelt.
5Der Vergleich charakteristischer La¨ngen-, Geschwindigkeits- oder Zeitmaße wird bei der Aufstellung von mathe-
matischen Modellen ha¨ufig eingesetzt, um den relevanten, geschwindigkeitsbestimmenden Schritt in einer Folge von
Austausch-, Transport- und Reaktionsvorga¨ngen zu identifizieren.
6Der Spurstoff kann z.B. eine chemische Substanz sein, deren Konzentration mit speziellen Sonden oder durch die
Messung von Lichtabsorption, Leitfa¨higkeit oder pH-Wert ermittelt werden kann. Letztere Gro¨ße hat die besondere
Eigenschaft, daß sie (in ungepufferten Systemen) ein logarithmisches Maß fu¨r die Konzentration ist.
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Anders werden charakteristische Zeitkonstanten fu¨r chemische Reaktionen, Transport- und
Austauschvorga¨nge festgelegt. Fu¨r biochemische Komponenten, vor allem regulatorische Moleku¨le
in lebenden Zellen (mRNA, Enzyme), la¨ßt sich u.U. eine mittlere Lebensdauer angeben. Fu¨r Stoff-
wechselintermediate hingegen kann ha¨ufig eine Stoffumsatz- oder -verbrauchsrate angegeben wer-
den. Bezieht man diese auf die physiologisch normale Konzentration der jeweiligen Substanz, so
ergibt sich wiederum eine (reziproke) charakteristische Zeitkonstante.
A¨hnlich kann auch mit extrazellula¨ren Komponenten und Reaktanden in nichtbiologischen
Systemen verfahren werden: Eine Bildungs- oder Verbrauchsrate wird auf eine charakteristi-
sche Konzentration (bei Sauerstoff z.B. die Lo¨slichkeit) bezogen. Und ebenso geht man auch
zur Charakterisierung von Transport- und Austauschvorga¨ngen vor: Hier werden spezifische
Stoff(austausch)stro¨me ebenfalls auf eine charakteristische Konzentration (Mittel- oder Maximal-
wert) bezogen.
1.3.2 Beurteilung der Kriterien
Je langsamer die Vermischung im Reaktor ist, desto gro¨ßer sind die charakterisierenden Zeitkon-
stanten (Zirkulations- und Vermischungszeit). Zeigt sich im Vergleich dieser Werte mit den anderen
Zeitkonstanten (fu¨r Reaktionen und Austauschvorga¨nge), daß die Vermischungs- oder Zirkulations-
zeiten gro¨ßer sind, so muß mit ausgepra¨gten Inhomogenita¨ten innerhalb des Reaktionsvolumens
gerechnet werden. Je nach der Empfindlichkeit des Prozesses kann es dann zu relevanten Ab-
weichungen von einem analytisch korrekten Prozessmodell kommen, das fu¨r ideal durchmischte
Systeme aufgestellt worden ist.
Ein einfaches Beispiel ist die Sauerstoffversorgung einer aeroben Bakterienkultur: Suspendierte
Bakterien nehmen gelo¨sten Sauerstoff aus der Flu¨ssigkeit auf. Es wird (vereinfachend) angenom-
men, daß Sauerstoffeintrag aus den Blasen in die Flu¨ssigkeit nur in unmittelbarer Na¨he des (Turbu-
lenz erzeugenden) Ru¨hrorgans stattfindet.7. Bezieht man die (volumenbezogene) Verbrauchsrate
fu¨r den Sauerstoff auf dessen Lo¨slichkeit, erha¨lt man die Zeit, in der ohne Sauerstoffzufuhr die
Konzentration von Sa¨ttigung auf Null absinkt. Ist die mittlere Zirkulationszeit, die vergeht, bis
ein Fluidelement nach Verlassen der Ru¨hrerna¨he wieder dorthin gelangt, gro¨ßer, so ist mit lokalem
Sauerstoffmangel im Reaktor zu rechnen. Ist nun die Zeit, die ein Bakterium diesem Sauerstoff-
mangel ausgesetzt ist, la¨nger als die Zeit, in der sein Stoffwechsel auf diesen Umstand merklich
reagiert, so wird der lokale Mangel Auswirkungen auf die biochemischen Vorga¨nge im Gesamtpro-
zeß haben.8
In großen Reaktoren (viele, u.U. hunderte Kubikmeter) ko¨nnen Zirkulationszeiten von bis
zu einer Minute auftreten. Fu¨r konzentrierte, vitale Bakterienkulturen liegt das Verha¨ltnis aus
Lo¨slichkeit und volumetrischer Verbrauchsrate fu¨r Sauerstoff bei wenigen Sekunden. Hier ist also
unbedingt mit erheblichen Einflu¨ssen der begrenzten Vermischung im Reaktor auf das Prozeßver-
halten zu rechnen.
7Wie spa¨ter noch gezeigt werden wird, ha¨ngt der U¨bertritt von Sauerstoff aus Gasblasen in die Flu¨ssigkeit stark
vom Turbulenzgrad in der Flu¨ssigkeit ab (vgl. 4.1.3, auf Seite 59)
8Da Bakterien sehr klein sind, haben sie auch ein sehr hohes Verha¨ltnis von Oberfla¨che zu Volumen. Deswe-
gen sind die zellintern unverzu¨glich verfu¨gbaren Stoffmengen (z.B. an gelo¨stem Sauerstoff) verschwindend gering
gegenu¨ber den zelleigenen Stoffumsatzraten. Mithin wird der Stoffwechsel praktisch instantan (innerhalb von Se-
kundenbruchteilen) vom Sauerstoffmangel beeinflußt werden, indem sich z.B. Reduktionsa¨quivalente ansammeln. Da
Enzyme fu¨r Ga¨rungsstoffwechselwege ha¨ufig konstitutiv sind (d.h. bedingungslos exprimiert werden), werden aus
den Reduktionsa¨quivalenten ohne weitere Verzo¨gerung Ga¨rungsprodukte gebildet und ausgeschieden.
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1.3.3 Modellerweiterungen
Wie gerade gezeigt wurde, unterliegen also viele, vor allem aerobe Bioprozesse in großen begasten
Ru¨hrkesseln, erheblichen Einflu¨ssen aus der begrenzten Vermischung (vor allem der Flu¨ssigkeits-
phase) im Reaktor. Um also mit einem mathematischen Modell genaue Voraussagen u¨ber die
Leistungsfa¨higkeit einer Anlage zu machen, mu¨ssen diese Einflu¨sse im mathamatischen Modell
beru¨cksichtigt werden.
Verschiedene Ansa¨tze werden verfolgt, um die Auswirkungen begrenzter Vermischung im Re-
aktor in Reaktor- und Prozeßmodelle zu integrieren. Insbesondere in analytische Modelle wird eine
eindimensionale, begrenzte Ru¨ckvermischung eingefu¨hrt. Analog zur Formulierung der Diffusion
nach dem Fickschen Gesetz wird ein Dispersionsmodell aufgestellt. Es beschreibt z.B. fu¨r hohe,
schlanke Turmreaktoren die begrenzte Ru¨ckvermischung in axialer Richtung mit einem zusa¨tzli-
chen, scheinbaren Diffusionskoeffizienten (axiales Dispersionsmodell). Die Modellgleichungen wer-
den dadurch natu¨rlich komplizierter, aber u.U. immer noch analytisch handhabbar.
Eine andere Vorgehensweise ist das Aufteilen mehrstufiger Apparate (z.B. Ru¨hrkessel mit meh-
reren Ru¨hrern, die jeder fu¨r sich ein eigenes Rezirkulationssystem verursachen) in mehrere Kom-
partimente. Fu¨r jedes dieser Kompartimente werden eigene Bilanzen aufgestellt, zwischen den
Kompartimenten finden begrenzte Austauschvorga¨nge (Stoff, Wa¨rme,. . . ) statt. Aus entsprechen-
den Experimenten werden Zahlenwerte fu¨r die Parameter zur Beschreibung dieser Austausch-
vorga¨nge ermittelt; es entsteht ein sog. Modell mit verteilten Parametern. Ein derart aufgestelltes
Modell entzieht sich ha¨ufig einer analytischen Lo¨sung – es muß dann mit numerischen Methoden
im Computer behandelt werden.
1.3.4 Stro¨mungssimulation
Eine moderne Technik ist diejenige, von numerischer Stro¨mungssimulation auszugehen:9 Hierbei
wird das Reaktorvolumen in sehr viele ”Kompartimente“ (Kontrollvolumina) unterteilt, und durch
numerische Behandlung von Massen- und Impulsbilanzen kann das genaue (turbulente) Stro¨mungs-
bild im Reaktor vorausgesagt werden. Das ergibt direkt die Parameter zur Beschreibung weiterer
Austauschvorga¨nge (Stoffstro¨me) zwischen den einzelnen Kontrollvolumina.
Anschließend kann ein (gema¨ß Abschnitt 1.2.3 [S. 4] aufgestelltes) analytisches Modell in je-
dem einzelnen Kontrollvolumen numerisch ”simuliert“ werden, wobei die aus dem berechneten
Stro¨mungsfeld gewonnen Parameter fu¨r die Beschreibung aller Transportvorga¨nge mit einbezogen
werden. Abha¨ngig von der Qualita¨t des analytischen Modells fu¨r z.B. eine chemische Reaktion las-
sen sich so genaue Voraussagen u¨ber Prozesse in extrem inhomogen betriebenen Reaktionsra¨umen
machen.10
1.4 Maßstabsvergro¨ßerung
Neue industrielle Prozesse werden grundsa¨tzlich zuerst im Labormaßstab (Reaktoren bis maximal
1 Liter Arbeitsvolumen) entwickelt und voroptimiert. Zur wirtschaftlichen Fahrweise im großtech-
nischen Maßstab muß dann auf Reaktoren mit viel gro¨ßeren Arbeitsvolumina (viele Kubikmeter)
u¨bergegangen werden. Hierzu bedient man sich ha¨ufig dimensionslos formulierter Korrelationen
und baut die Produktionsreaktoren geometrisch a¨hnlich zu (experimentell genau untersuchten)
Labor- und Technikumsreaktoren unterschiedlicher Gro¨ßen (einschließlich des Zwischenschrittes
einer Pilotanlage).
9Details der numerischen Stro¨mungssimulation werden in Abschnitt 4.2 auf Seite 65 beschrieben.
10Ein Beispiel hierfu¨r ist z.B. die Simulation von Flammen in geometrisch komplizierten Brennra¨umen.
8 KAPITEL 1. EINLEITUNG
0.1
1
10
1 10 100 1000
P
V(
P
V
)
0
V
V0
ReR = const.
vRSp. = const.
tm = const.
Abbildung 1.1: Die Vera¨nderung des spezifischen (volumenbezogenen) Leistungseintrages PV mit
dem Volumenmaßstab bei Anwendung verschiedener scale-up–Kriterien, na¨mlich bei Konstant-
haltung der Mischzeit tm, der Ru¨hrerspitzengeschwindigkeit vRSp. oder Ru¨hrer-Reynolds-Zahl
ReR.
Bei der Wahl der Betriebsparameter fu¨r die Großanlage versucht man dann, alle Einflußgro¨ßen
(-verha¨ltnisse) gleich denjenigen im Technikumsapparat oder der Pilotanlage einzustellen. Das
ist aber unmo¨glich – man kann nicht gleichzeitig die Reynoldszahl (Stro¨mungsregime, laminar–
turbulent), die Ru¨hrerspitzengeschwindigkeit (maximale Scherkra¨fte) und die Mischzeit (bestim-
mend fu¨r sich ausbildende Inhomogenita¨ten) konstant halten. Das sog. Penney-Diagramm in
Abbildung 1.1 zeigt, wie sich der spezifische (volumenbezogene) Leistungseintrag bei einer Maß-
stabsvergro¨ßerung unter Konstanthaltung jeder der drei genannten Gro¨ßen mit dem Volumen
vera¨ndert.
Solange die Zirkulationszeit aber nicht konstant gehalten wird, werden sich, gema¨ß dem oben
gesagten, im gro¨ßeren Reaktor sta¨rkere Inhomogenita¨ten mit sta¨rkeren Auswirkungen auf den Ge-
samtprozeß ausbilden. Die Konstanthaltung der Zirkulationszeit ist aber, a¨hnlich wie fu¨r die Misch-
zeit, wegen der enorm anwachsenden Energiekosten und des begrenzten Energieeintragsvermo¨gens
eines jeden Ru¨hrorgans vor allem bei Begasung nicht praktikabel. Mithin sollte u¨ber Alternativen
zur genannten Methode der geometrisch a¨hnlichen Maßstabsvergro¨ßerung nachgedacht werden.
1.4.1 Beispiel: Emulsion
Ein anschauliches Beispiel fu¨r eine moderne Strategie zur Maßstabsvergro¨ßerung wurde fu¨r die
Herstellung von Emulsionen beschrieben [291]. Hier wirken zwei konkurrierende Mechanismen ge-
geneinander: In unmittelbarer Ru¨hrerna¨he werden, durch die dort auftretenden ho¨chsten turbulen-
ten Scherkra¨fte, große Tropfen in viele kleine Tropfen zerteilt. Außerhalb des Ru¨hrernahbereiches
koaleszieren die vielen kleinen Tropfen wieder zu wenigen großen mit entsprechend reduzierter spe-
zifischer Grenzfla¨che. Aufgabe des Reaktors im Prozeß war die Herstellung und Aufrechterhaltung
einer hinreichenden spezifischen Phasengrenzfla¨che.
Hierzu soll zum einen der volumetrische Leistungseintrag (PV ) konstant gehalten werden, um
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die notwendigen turbulenten Scherkra¨fte in Ru¨hrerna¨he zu garantieren. Zum anderen soll die
Zirkulationszeit (tc) der Emulsion konstant gehalten werden, damit die Verweilzeit in turbulenz-
armen, koaleszenzfo¨rdernden Teilbereichen sich nicht vergro¨ßert. Neben der Ru¨hrerdrehzahl n ist
fu¨r den Großreaktor, abweichend von vollsta¨ndiger geometrischer A¨hnlichkeit, ein neues Durch-
messerverha¨ltnis dD (Ru¨hrer zu Ru¨hrbeha¨lter) zu ermitteln.
Ein Berechnungsansatz fu¨r die Zirkulationszeit ergibt sich aus dem Verha¨ltnis von Reaktorvo-
lumen (V ∼ D3) zu Ru¨hrerpumpleistung11 (V˙R ∼ n·d3):
tc ∼ D
3
n·d3 (1.4 - 2)
Der volumetrische (”spezifische“
12) Leistungseintrag ergibt sich, z.B. aus dimensionsanalytischer
Betrachtung, gema¨ß folgender Beziehung:13
P
V
∼ n
3·d5
D3
(1.4 - 3)
Diese beiden charakteristischen Gro¨ßen (tc und PV ) sind bei der Maßstabsvergro¨ßerung konstant zu
halten. Wa¨hlt man fu¨r Labor- und Produktionsreaktor die Indizes 1 und 2, so ergeben sich folgende
Regeln fu¨r die Anpassung von Ru¨hrerdurchmesser d und -drehzahl n bei der Maßstabsvergro¨ßerung
(die genaue Herleitung dieser Regeln ist im Anhang dargestellt, vgl. Abschnitt D.2 auf Seite 197):
d1
d2
=
(
D1
D2
) 3
2
(1.4 - 4)
n1
n2
=
(
D1
D2
)− 3
2
(1.4 - 5)
1.4.2 Genauere Voraussagen
Normalerweise liegen viele Gro¨ßen und Gro¨ßenverha¨ltnisse, die u¨ber Durchsatz und Ausbeute ei-
nes Ru¨hrreaktorprozesses bestimmen, fu¨r Laborreaktoren in ganz anderen Bereichen als fu¨r große
Produktionsreaktoren. Die Anwendung von (halbempirischen) Korrelationen, die mit Laborreak-
toren gewonnen wurden, bei der Planung und Dimensionierung einer Produktionsanlage bleibt also
riskant. Diese Unsicherheit la¨ßt sich nur durch das experimentelle Verifizieren der Korrelationen
im Produktionsreaktor ausra¨umen.
Solche Experimente im Produktionsreaktor erfordern dessen reale Existenz; sie kosten außer-
dem Zeit und große Mengen u.U. teurer Rohstoffe. Deswegen wird bei der Planung neuer Anlagen
gerne auf bewa¨hrte Konzepte zuru¨ckgegriffen, solange der neue Prozeß hinreichende A¨hnlichkeiten
mit einem bestehenden hat, von dem man dann die Erfahrungen u¨bertra¨gt. Dies fu¨hrt aber dazu,
daß nicht jeder Prozeß wirklich in einem maximal optimierten Reaktionsbeha¨lter stattfindet.
Hier bietet die Computersimulation neue Mo¨glichkeiten: Mit der numerischen Stro¨mungssimu-
lation ko¨nnen die laminaren oder turbulenten Stro¨mungsverha¨ltnisse in bisher nicht existierenden
Reaktoren beliebiger Gro¨ße vorausgesagt werden. Ausgehend von Geometrie, Stoffeigenschaften
und Drehzahl bedient sich diese Technologie physikalisch und mathematisch rigoroser Methoden
11Dies ist eigentlich keine
”
Leistung“ (Arbeit je Zeit), sondern ein Volumenstrom (Volumen je Zeit).
12Das Wort
”
spezifisch“ ist eigentlich fu¨r massenbezogene Gro¨ßen reserviert, wird aber beim Leistungseintrag
nach allgemeiner Konvention auf eine volumenbezogene Gro¨ße angewendet.
13Eine anschauliche Herleitung dieses Ausdruckes fu¨r die Ru¨hrerleistung wird im Anhang vorgestellt (vgl. Ab-
schnitt D.1, auf Seite 197).
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fu¨r die Vorausberechnung ra¨umlich hochaufgelo¨ster Druck-, Geschwindigkeits- und Turbulenzfel-
der.
Diese Daten ko¨nnen dann als Grundlage dienen fu¨r eine ra¨umlich ebenso hochauflo¨sende, ver-
teilparametrische Simulation der weiteren, stro¨mungs- und/oder turbulenzabha¨ngigen Reaktions-
und Austauschprozesse. In jedem Kontrollvolumen, von denen u.U. mehr als eine Million fu¨r
die detaillierte ra¨umliche Darstellung eines Reaktors dienen, werden Stoffstro¨me, Reaktionen und
Austauschvorga¨nge mit analytischen Modellen (Differentialgleichungen) beschrieben und bilan-
ziert. Als Ergebnis erha¨lt man genaue Voraussagen fu¨r das Verhalten des Prozesses im integral
betrachteten Reaktor.
1.5 Aufgabenstellung
Am Ende von Abschnitt 1.3.2 (Seite 6) wurde aufgezeigt, daß insbesondere aerobe Bioprozesse
in großen Ru¨hrkesselreaktoren unter dem Verdacht stehen, von Inhomogenita¨ten im Reaktionsvo-
lumen negativ beeinflußt zu werden. Diese Inhomogenita¨ten wachsen mit dem Reaktorvolumen14
und werden deshalb besonders bei der Maßstabsvergro¨ßerung zunehmend relevant. Auf der ande-
ren Seite verringert sich z.B. der Beitrag der freien Oberfla¨che zum Sauerstoffeintrag nachhaltig
bei der Maßstabsvergro¨ßerung [134].
Die genannten Inhomogenita¨ten Bedeuten die gleichzeitige Existenz unterschiedlicher Sauer-
stoffkonzentrationen an unterschiedlichen Stellen in demselben Reaktionsbeha¨lter. Man kann er-
warten, daß hiervon besonders leicht solche Prozesse betroffen sind, die ohnehin bei geringen
Gelo¨stsauerstoffkonzentrationen gefahren werden. Dies sind insbesondere sog. mikroaerobe Pro-
zesse. Hier wird zwar kontinuierlich mit Sauerstoff bzw. Luft begast, aber so begrenzt, daß sta¨ndig
Sauerstoﬄimitierung herrscht. Die Gelo¨stsauerstoffkonzentrationen sind generell sehr gering.15
In begasten Ru¨hrkesselreaktoren sind die disperse Gasphase und der Sauerstoffu¨bertritt in die
Flu¨ssigkeit nie homogen im Reaktionsvolumen verteilt. Ein u¨berwiegender Anteil des Stoffaus-
tausches findet im vergleichsweise hochturbulenten Bereich in unmittelbarer Na¨he des Ru¨hrers
statt. In der Reaktorperipherie findet demgegenu¨ber vorwiegend Sauerstoffverbrauch durch die
gleichma¨ßig in der Suspension verteilten Bakterien statt. Ausgehend von der U¨berlegung, daß
wa¨hrend der Dauer einer mittleren Zirkulationszeit ein Vielfaches der geringen Sauerstoffkonzen-
tration verbraucht werden kann, die fu¨r mikroaerobe Prozesse charakteristisch ist, muß man also
mit massiven Inhomogenita¨tseinflu¨ssen gerade bei solchen mikroaeroben Prozessen in großen Re-
aktoren rechnen.
1.5.1 Numerische Simulation
Die Modellierung, also Voraussage der Konzentrationsprofile fu¨r Gelo¨stsauerstoff in solchen Pro-
zessen ist das Ziel der hier beschriebenen Arbeiten. Es soll zuna¨chst mit Hilfe einer numeri-
schen Stro¨mungssimulation in dem kommerziellen Programm FLUENT das turbulente, mehrpha-
sige Stro¨mungsfeld (von Flu¨ssigkeit und Gasblasen) in einem begasten Ru¨hrkesselreaktor ermit-
telt werden. Auf diesen Ergebnissen aufbauend wird ortsaufgelo¨st der Sauerstoffaustausch (Gas–
Flu¨ssigkeit) und -transport (in der Flu¨ssigkeit) im Reaktor berechnet. In Verbindung mit einem
14Das Ausmaß der Inhomogenita¨ten ha¨ngt direkt von der Zirkulationszeit ab – deren Konstanthaltung wu¨rde bei
der Maßstabsvergro¨ßerung zu unvertretbaren Energieeintra¨gen fu¨hren und wird deswegen nie erreicht.
15Sie ko¨nnen deswegen nicht mehr als direkte Regelgro¨ße bei der Prozeßfu¨hrung dienen; statt dessen werden u¨ber
kompliziertere Regelalgorithmen abgeleitete Gro¨ßen wie die spezifische Sauerstoffaufnahmerate oder der respirato-
rische Quotient als Regelgro¨ßen fu¨r die Begasung verwendet.
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(einfachen) kinetischen Modell fu¨r den Sauerstoffverbrauch kann die Simulation schließlich sta-
tiona¨re Konzentrationsprofile fu¨r den Gelo¨stsauerstoff im wa¨ßrigen Kulturmedium voraussagen.
Ra¨umliche Bereiche mit ausgepra¨gtem Sauerstoffmangel sowie solche mit besonders hohen Sauer-
stoffkonzentrationen ko¨nnen identifiziert werden, und es kann schließlich gezeigt werden, welchen
zeitlichen Schwankungen der umgebenden Sauerstoffkonzentration ein suspendiertes Bakterium im
untersuchten Prozeßzustand ausgesetzt ist.
Mit dem entwickelten Gesamtmodell la¨ßt sich fu¨r bisher nicht existierende Reaktor- und
Ru¨hrergeometrien voraussagen, welche Konzentrationsprofile fu¨r den Gelo¨stsauerstoff im Reak-
tor sich einstellen werden. So lassen sich insbesondere Maßstabsvergro¨ßerungen vorausberechnen
und unterschiedliche Konzepte hinsichtlich ihrer voraussichtlichen Tauglichkeit vergleichen. Nach
einer Verifizierung der Brauchbarkeit dieser neuen Modellierungsmethode kann sie z.B. bei der
Entwicklung und Maßstabsvergro¨ßerung aerober Bioprozesse hin zum vollen Produktionsmaßstab
eingesetzt werden. Geometrische Varianten und Vera¨nderungen der Prozeßfahrweise (Begasungs-
rate, Drehzahl,. . . ) ko¨nnen in ”numerischen Experimenten“ auf ihre Auswirkungen hin untersucht
werden, ohne daß u¨berhaupt ein entsprechender Reaktor existieren muß.
1.5.2 Besonderheiten
Das in dieser Arbeit entwickelte Gesamtmodell besitzt einige markante Unterschiede gegenu¨ber
bereits vero¨ffentlichten, vergleichbaren Lo¨sungsansa¨tzen:
• Die numerische Berechnung der Flu¨ssigkeitsstro¨mung im Reaktor geht ausschließlich von
Geometrie, Stoffeigenschaften und Betriebsparametern (Drehzahl) aus. Sie erfordert keiner-
lei Stro¨mungsmeßwerte fu¨r den verwendeten Ru¨hrertyp, wie dies bei der weit verbreiteten
Anwendung sogenannter ”Ru¨hrerersatzmodelle“ in der numerischen Stro¨mungssimulation
der Fall ist.
• Die Berechnung des Stro¨mungsfeldes fu¨r die disperse Gasphase (Blasen) geschieht in einer
Lagrangeschen Betrachtungsweise, d.h. es werden (turbulenzbeeinflußte) Blasentrajektori-
en berechnet.
• Bei der Stro¨mungssimulation fu¨r die disperse Gasphase wird nicht eine konstante Blasen-
gro¨ßenverteilung angenommen, sondern die turbulenzabha¨ngige Blasenzerteilung (vor allem
in Ru¨hrerna¨he) wird im Modell vollsta¨ndig nachvollzogen.
• In einer dispersen Phase – wie z.B. den Gasblasen im begasten Ru¨hrkesselreaktor – ko¨nnen
Fluidelemente (Blasen) unterschiedlicher Zusammensetzung gleichzeitig und in unmittelbarer
ra¨umlicher Na¨he nebeneinander existieren. Auf Grund der Lagrangeschen Betrachtungs-
weise im entwickelten Modell kann das zeitliche und ra¨umliche Nebeneinander frischer, sau-
erstoffreicher Blasen und lange zirkulierender, sauerstoffverarmter Blasen uneingeschra¨nkt
im Modell erfaßt werden. Es werden keinerlei Annahmen bezu¨glich der lokalen oder globalen
Vermischung einzelner Phasen (oder der Phasen miteinander) gemacht.
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Kapitel 2
Grundlagen
2.1 Kennzahlen
Mit Hilfe des Buckinghamschen Π-Theorems der A¨hnlichkeitslehre [238] (vgl. Gleichung 1.2 - 1,
auf Seite 4) und der Dimensionsanalyse [337] (vgl. Abschnitt 1.2.2, auf Seite 4) lassen sich ei-
nige fundamentale Korrelationen zur Beschreibung der Vorga¨nge und Zusammenha¨nge in Ru¨hr-
beha¨ltern aufstellen. Hierin treten bestimmte dimensionslose Kennzahlen in Erscheinung, die zur
Charakterisierung von Ru¨hrern dienen ko¨nnen. Sie sind Proportionalita¨tsfaktoren in dimensions-
analytisch aufgestellten Korrelationen.
2.1.1 Fo¨rderleistung
Die sog. ”Pumpleistung“ eines Ru¨hrers ist der Flu¨ssigkeitsvolumenstrom V˙R, den der Ru¨hrer bei
einer bestimmten Drehzahl n, a¨hnlich dem Rotor einer Pumpe, fo¨rdert. Aus einer Dimensionsbe-
trachtung ergibt sich unmittelbar folgende Korrelation:1
V˙R = BV˙R ·d3·n (2.1 - 1)
Hierin sind d der Durchmesser und n die Drehzahl des Ru¨hrers (Umdrehungen je Sekunde). Der
Proportionalita¨tsfaktor BV˙R wird auch als Pumpkennzahl NPu des Ru¨hrers bezeichnet und ha¨ngt
von den Proportionen des Ru¨hrers ab. Sie gilt außerdem nur jeweils in bestimmten Bereichen,
in denen ein und dasselbe Stro¨mungsregime (laminar oder turbulent) herrscht; dadurch ha¨ngt
der Faktor auch von Stoffparametern ab. Literaturwerte fu¨r die Pumpkennzahl von Sechs-Blatt-
Scheiben-Ru¨hrern (6BSR, “Rushton disc turbine”) liegen im Bereich zwischen 0,5 und 1 [261].
2.1.2 Leistungseintrag
Fu¨r den mechanischen Leistungseintrag P eines Ru¨hrers gilt die folgende Beziehung (hergeleitet
im Anhang D.1; vgl. Gleichung D.1 - 7, auf Seite 197):
P = Ne·%·n3·d5 (2.1 - 2)
Hierin ist Ne die Leistungs- oder Newtonkennzahl. Diese dimensionslose Proportionalita¨tskon-
stante ist charakteristisch fu¨r den Ru¨hrer, aber im voll turbulenten Stro¨mungsregime unabha¨ngig
von seiner Gro¨ße, Drehzahl und den Eigenschaften des geru¨hrten Fluides.
1Die Formelzeichen und dimensionslosen Kennzahlen sind im Symbolverzeichnis in Anhang C (Seite 185) erkla¨rt.
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ReR
NeR
mit Stro¨mungsbrechern
ohne Stro¨mungsbrecher
Abbildung 2.1: Die Leistungs- (Newton-) kennzahl eines 6BSR (Ordinate) in Abha¨ngigkeit von
der Reynoldszahl des Ru¨hrers (Abszisse) [156]. Im rechten Teil zwei Kurvena¨ste: Der obere fu¨r
Reaktoren mit, der untere ohne Stro¨mungsbrecher.
Im laminaren Bereich sowie im schwach turbulenten U¨bergangsbereich ha¨ngt die Newtonzahl
aber von Ru¨hrerdurchmesser, Drehzahl und Viskosita¨t der Flu¨ssigkeit ab. Diese drei Abha¨ngig-
keiten ko¨nnen zu einer dimensionslosen Gruppe zusammengefaßt werden, der Ru¨hrer-Reynolds-
Zahl:2
ReR =
n·d2·%
µ
=
n·d2
ν
(2.1 - 3)
Nun la¨ßt sich unabha¨ngig von der tatsa¨chlichen Gro¨ße des Ru¨hrers eine eindeutige Abha¨ngigkeit
der Newtonzahl von der Reynoldszahl angeben. Im rein laminaren Bereich ist die Newtonzahl
umgekehrt proportional zur Reynoldszahl; im rein turbulenten Bereich ist die Newtonzahl eine
fu¨r die Ru¨hrerbauart charakteristische Konstante.
Ob die Stro¨mung am Ru¨hrer laminar, turbulent oder in einem U¨bergangsbereich ist, ha¨ngt vom
Zahlenwert der Reynoldszahl ab. Diese Kennzahl wird als der Quotient aus Tra¨gheitskra¨ften und
Za¨higkeitskra¨ften bezeichnet: Ist die Za¨higkeit (im Nenner) groß, u¨berwiegt sie andere wirkende
Kra¨fte, und da¨mpft entstehende Wirbel. Ist die Viskosita¨t klein, ko¨nnen Tra¨gheitskra¨fte z.B. an
Stellen, wo scharfe Kanten umstro¨mt werden (am Ru¨hrerblatt!) u¨berwiegen und zu Stro¨mungs-
ablo¨sung, Wirbelbildung und damit zur Turbulenz fu¨hren. Siehe hierzu Abschnitt 4.1.1 auf Seite 54.
Den Verlauf der Newtonzahl in Abha¨ngigkeit von der Ru¨hrer-Reynolds-Zahl zeigt Abbil-
dung 2.1 fu¨r Reaktoren mit (obere Kurve) und ohne Stro¨mungsbrecher. Im laminaren Bereich (lin-
ker Kurvenast) haben die Stro¨mungsbrecher keinen Einfluß auf die Leistungskennzahl des Ru¨hrers.
2.1.3 Mischzeit und -charakteristik
Der Hauptzweck des Ru¨hrens in einphasigen Systemen, sowie ein wesentlicher Zweck auch beim
mehrphasigen Ru¨hren, ist die Vermischung des Beha¨lterinhalts. Die Effizienz, mit der der Ru¨hrer
diesen Zweck erfu¨llt, wird ha¨ufig u¨ber die Mischzeit quantifiziert. Die Mischzeit tm ist diejenige
Zeit, die ein Ru¨hrer braucht, um nach einer lokalen Sto¨rung (z.B. Zugabe einer kleinen Menge
2Diese Reynoldszahl ist eine Sonderform der allgemeinen Reynoldszahl, die u¨ber Geschwindigkeit, charakteri-
stische La¨nge und Viskosita¨t definiert wird: Re = v·l·%/µ.
2.1. KENNZAHLEN 15
markierter Flu¨ssigkeit) einen bestimmten Grad an Homogenita¨t herzustellen [255]. Die Angabe
einer Mischzeit ist nur dann sinnvoll und brauchbar, wenn sie von einer Angabe des geforderten
Homogenita¨tsgrades begleitet wird.
Die Messung von Mischzeiten ist ein viel diskutiertes Thema, dessen Standardisierung wichtig,
aber schwierig ist. Am einfachsten ist es, nach der lokalen Zugabe eines Spurstoffes dessen Konzen-
tration kontinuierlich an einer bestimmten Stelle im Reaktor zu verfolgen. Die Mischzeit ist dann
diejenige Zeit, die vergeht, bis sich das Detektorsignal bis auf einen gewissen Prozentsatz (1 - Ho-
mogenita¨tsgrad) an den stationa¨ren Endwert angena¨hert hat. Verschiedene andere, aufwendigere
Definitionen werden in der Literatur beschrieben [251, 273].
Mischzeitcharakteristik. Die Mischzeit tm kann mit der Drehzahl n zu einer einfachen dimen-
sionslosen Gruppe Θ = tm·n zusammengefaßt werden. Da diese Zahl die Ru¨hrerbauform maß-
stabsunabha¨ngig charakterisiert, wird sie oft als Mischzeitcharakteristik bezeichnet. Diese Zahl
kann anschaulich interpretiert werden als die Anzahl von Ru¨hrerumdrehungen, die vergehen, be-
vor die jeweils geforderte Homogenita¨t erreicht ist. Die Zahl ist im rein laminaren und im rein
turbulenten Bereich jeweils eine Konstante; der Wert fu¨r den laminaren Bereich ist ho¨her als der
Wert fu¨r den turbulenten Bereich [86]. Dies zeigt, daß Turbulenz einen zusa¨tzlichen Beitrag zur
Vermischung leistet, so daß eine geringer Anzahl von Umdrehungen zum Erreichen derselben Ho-
mogenita¨t ausreicht. Nach Zlokarnik (1967) ist Θ im turbulenten Bereich (ReR > 104) keine
Konstante, sondern proportional zu Re0,7R [336]. Dieser Widerspruch zur vorher zitierten Litera-
turstelle [86] kann u.a. von unterschiedlichen Definitionen oder Meßvorschriften fu¨r die Mischzeit
herru¨hren.3
2.1.4 Zirkulationszeit
Ein a¨hnliches Zeitmaß zur Charakterisierung von Mischvorga¨ngen (bzw. Apparaten und Ru¨hr-
organen) ist die Zirkulationszeit tc [142]. Sie bezeichnet die Zeit, die ein Fluidelement braucht,
nachdem es den Ru¨hrer in dessen Auswurfstro¨mung verlassen hat, um von dort ausgehend durch
die Reaktorperipherie zu laufen und wieder zum Ru¨hrorgan zuru¨ckzukehren. Diese Zirkulationszeit
ist in Ru¨hrkesseln keine Konstante, sondern eine verteilte Gro¨ße.4 Zur Definition der Zirkulati-
onszeit existieren verschiedene Vorschla¨ge in der Literatur; sie bestehen in der Verha¨ltnisbildung
aus charakteristischer La¨nge und Geschwindigkeit [142] bzw. Reaktorvolumen und (vom Ru¨hrer
gefo¨rdertem) Volumenstrom [187, 291].
Nimmt man im Ru¨hrbeha¨ltern Segregation in der Form an, daß Fluidelemente durch den Reak-
tor zirkulieren, die nur im ho¨herturbulenten Ru¨hrernahbereich aufgelo¨st werden und Stoff mitein-
ander austauschen [14], so ist die Zirkulationszeit (-verteilung) gleich der Lebensdauer (-verteilung)
der Fluidpakete. Bei der U¨bertragung eines neu entwickelten Prozesses in den Produktionsmaß-
stab ergibt sich i.d.R. ein massives Ansteigen der Zirkulationszeit (vgl. Abschnitt 1.4, auf Seite 75),
dessen mo¨gliche Auswirkungen hiermit deutlich werden.
3Neben der Art der Spurstoffzugabe sowie Anzahl und Position der Detektionsstellen kann auch die Detektionsme-
thode Einfluß auf die Meßergebnisse haben. Bestimmte chemische Reaktionen laufen z.B. mit vera¨nderter Kinetik ab,
wenn die Vermischung nicht von großra¨umigen Skalen vollsta¨ndig bis auf molekulare Gro¨ßenordnungen durchgeht
(Mikrovermischung), sondern nur relativ große Fluidelemente miteinander vermengt werden (Makrovermischung,
Segregation).
4Deswegen wird die Zirkulationszeit [-verteilung] im englischen Sprachgebrauch ha¨ufig auch als “residence time
[distribution]” bezeichnet.
5Das dort abgebildete Penney-Diagramm (Abbildung 1.1, auf Seite 8) demonstriert, daß bei Konstanthaltung
der Mischzeit im “scale-up” der spezifische (volumetrische) Leistungseintrag erheblich ansteigt. Wegen der hierfu¨r
aufzubringenden Kosten wird diese Strategie zur Maßstabsvergro¨ßerung nur selten eingesetzt.
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So wie die Mischzeitcharakteristik (s. Abschnitt 2.1.3, auf Seite 15) die Anzahl Ru¨hrerum-
drehungen innerhalb der Mischzeit angibt, so ist auch die Anzahl Zirkulationszeiten innerhalb
der Mischzeit eine charakteristische Gro¨ße fu¨r jeden Ru¨hrvorgang. A¨hnlich wie fu¨r die Mischzeit-
charakteristik gilt auch hier, daß die Anzahl (mittlerer) Zirkulationszeiten zur Erreichung eines
vorgegebenen Homogenita¨tsgrades im turbulenten Stro¨mungsregime geringer ist als im laminaren,
weil Turbulenz zusa¨tzliche Vermischung verursacht.
2.2 Begasung
Wie in der Einleitung dargestellt, erfordern viele Prozesse in der chemischen Verfahrenstechnik und
der Biotechnologie eine kontinuierliche Blasenbegasung (s. Abschnitt 1.1.2, auf Seite 2). Der Stoff-
austausch durch die freie Flu¨ssigkeitsoberfla¨che unter dem Gas im Reaktorkopf ist, insbesondere in
gro¨ßeren Reaktoren, zu gering (vgl. Abschnitt 1.5, auf Seite 10). Die verschiedenen blasenbegasten
Reaktorgrundtypen wurden bereits vorgestellt (s. Abschnitt 1.1.3, auf Seite 2); im folgenden wer-
den nur noch begaste Ru¨hrkesselreaktoren betrachtet, und hierin speziell die Eigenschaften und
Auswirkungen der dispersen Gasphase.
2.2.1 Stro¨mung
Das grundsa¨tzliche Stro¨mungsbild der dispersen Gasphase hat fu¨r alle Ru¨hrkessel gewisse Gemein-
samkeiten: Unten im Reaktor wird ein Begaser installiert, der aus einem oder mehreren Lo¨chern
(bzw. [seltener] einer poro¨sen Oberfla¨che) Blasen mit einer gewissen Gro¨ßenverteilung (abha¨ngig
von Gasstrom und Flu¨ssigkeitsstro¨mung) freisetzt. Die Blasen steigen mit einer gewissen Rela-
tivgeschwindigkeit zur umgebenden Flu¨ssigkeit senkrecht nach oben (bezogen auf die umgebende
Flu¨ssigkeit) auf. Die Relativgeschwindigkeit ist fu¨r kleine, spha¨rische Blasen proportional zur Bla-
sengro¨ße. Fu¨r gro¨ßere Blasen treten Formvera¨nderungen auf (von elliptisch bis Kugelkappe), so
daß die Blasenaufstiegsgeschwindigkeit (relativ zur Flu¨ssigkeit) nie u¨ber ungefa¨hr 22 cm/s hinaus
ansteigt [134].
U¨ber dem Begaser wird meistens ein radial fo¨rdernder Scheibenru¨hrer installiert, der die axial
aufsteigenden Blasen ansaugt. (Falls axial abwa¨rtsfo¨rdernde Ru¨hrer eingesetzt werden, werden sie
dementsprechend ha¨ufig mit einem ganz unten montierten Scheibenru¨hrer kombiniert, damit die
Blasen auf jeden Fall einen Ru¨hrer passieren.) Am Ru¨hrer werden insbesondere gro¨ßere Blasen
durch die dort auftretenden hohen Scherkra¨fte und Turbulenzgrade in kleinere Fragmente zerteilt
(vgl. Abschnitt 4.1.4 auf Seite 62), die als kleine, spha¨rische Blasen weiterexistieren. In kleinen Bla-
sen herrscht auf Grund der Grenzfla¨chenspannung ein ho¨herer Innendruck p = 4·σ/dBl.. Deswegen
ko¨nnen von außen wirkende Kra¨fte kleine Blasen weniger leicht verformen oder gar zerteilen.
Nach der Passage des Scheibenru¨hrers folgen die Blasen der Flu¨ssigkeitszirkulation, wobei ihre
Geschwindigkeit immer eine zusa¨tzliche Aufwa¨rtskomponente besitzt. Kommen Sie in die Na¨he
der freien Oberfla¨che, ko¨nnen Sie u.U. mit dieser verschmelzen, was das Ende ihrer Existenz
bedeutet. Vorher ko¨nnen aber viele – insbesondere kleine – Blasen lange im Reaktorinneren mit
der Flu¨ssigkeit zirkulieren.
2.2.2 Koaleszenz
Unmittelbar nach der Blasenzerteilung im ru¨hrernahen Bereich ko¨nnen u.U. neue Großblasen
entstehen. Kleine Blasen stoßen, je nach Geschwindigkeit und Beha¨lterdurchmesser, entweder auf
dem Weg nach außen oder im Bereich der Stagnation und Stro¨mungsumlenkung (in Wandna¨he),
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aufeinander und verschmelzen (koaleszieren) wieder zu gro¨ßeren Blasen. Dies fu¨hrt zu einer breiten
Verteilung der Blasengro¨ßen im Reaktor.
Biotechnologische Medien enthalten immer Salze, sowie meistens auch Alkohole und Tenside.
All diese Stoffe beeinflussen erheblich die Mechanismen der Blasenbildung (Zerteilung durch Turbu-
lenz und Koaleszenz nach Kollision). Alkohole und andere Tenside mindern die Grenzfla¨chenspan-
nung, was die Zerteilung auch kleinerer Blasen in noch kleinere Fragmente erleichtert (s. Abschnitt
4.1.4, auf Seite 62). Außerdem haben die hydrophilen Enden vieler Tensidmoleku¨le ionischen Cha-
rakter und tragen elektrische Ladung; Blasen sind dadurch mit einer elektrisch geladenen Hu¨lle
umgeben und stoßen einander ab, was die Koaleszenz von Blasen behindert.
Auch gelo¨ste anorganische Ionen haben, obwohl sie die Grenzfla¨chenspannung nicht vera¨ndern,
eine stark inhibierende Wirkung auf die Blasenkoaleszenz. Dieser Effekt setzt beim Steigern der
Salzkonzentration schlagartig bei einer bestimmten kritischen Konzentration ein; ein weiteres Stei-
gern der Konzentration hat daru¨berhinaus keinen weiteren Effekt auf die Blasengro¨ße [184].
Die beschriebenen Mechanismen fu¨hren zu der experimentellen Beobachtung, daß in Lo¨sungen
der genannten Substanzklassen viel kleinere mittlere Blasendurchmesser (s.u.) gefunden werden als
in hochreinem Wasser. Schon Spuren von (vor allem tensidischen) Verunreinigungen beeinflussen
nachhaltig das Koaleszenzverhalten. In vollsta¨ndigen biotechnologischen Medien, wie Sie auch in
den Experimenten in dieser Arbeit engesetzt wurden (vgl. Abschnitt 6.8.2, auf Seite 135) kann die
Koaleszenz ohne große Fehler vernachla¨ssigt werden.
In vollsta¨ndig koaleszensunterdru¨ckenden Stoffsystemen wurde gezeigt, daß die durch turbu-
lente Blasenzerteilung (s.u.) erzeugte Blasengro¨ßenverteilung im Ausstro¨mbereich des Ru¨hrers un-
vera¨ndert in anderen Teilen des Reaktors wiederzufinden ist [236]. Koaleszenz wird deswegen im
Rest der vorliegenden Arbeit unbeachtet bleiben.
2.2.3 Gro¨ßenverteilung
Wie in den vorigen Abschnitten erla¨utert, sind in biotechnologischen Medien deutlich kleinere
(mittlere) Blasendurchmesser zu erwarten als in reinem Wasser. Bevor diese Werte aber diskutiert
werden, muß die grundsa¨tzliche Handhabung von Gro¨ßenverteilungen beleuchtet werden.
2.2.3.1 Mittelwerte, Sauterdurchmesser
Zur Angabe repra¨sentativer, charakterisierender Werte fu¨r den Blasendurchmesser werden Mittel-
werte gebildet. Dabei werden zwei unterschiedliche Methoden verwendet.
Die anschaulichste Mittelwertbildung ist der arithmetische Mittelwert, der die Summe aller
Einzelwerte di durch die Anzahl n der Meßwerte teilt:
d10 =
∑n
i d
1
i∑n
i d
0
i
=
∑n
i di
n
(2.2 - 4)
Blasen werden erzeugt, um Stoffaustausch zu ermo¨glichen; fu¨r den Stoffaustausch ist die Grenz-
fla¨che wesentlich. Deswegen wird bei der Bildung des gemittelten Blasendurchmesser ha¨ufig nach
der Blasenoberfla¨che gewichtet. Man erha¨lt den sog. Sauterdurchmesser:
d32 =
∑n
i d
3
i∑n
i d
2
i
(2.2 - 5)
Dieser Durchmesser entspricht dem gemittelten Verha¨ltnis aus Volumen zu Oberfla¨che. Aus ihm
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la¨ßt sich sehr leicht die spezifische (volumenbezogene) Phasengrenzfla¨che a berechnen:6
a =
6·εg
d32
(2.2 - 6)
Vergleich. Der Sauterdurchmesser gibt, trotz seiner besonderen Eignung in der Verfahrens-
technik, ein verzerrtes Bild von der wahren Blasengro¨ßenverteilung und ihrem charakterisierenden
Mittelwert [184]. Wenn alle Blasen genau denselben Durchmesser haben, sind d10 und d32 iden-
tisch. Wenn der Blasendurchmesser aber eine auf beliebige Weise verteilte Gro¨ße ist, so ist der
Sauterdurchmesser d32 generell gro¨ßer als der arithmetische Mittelwert d10.
Wenn z.B. von einer Gesamtheit 90% 0,5 mm groß sind und 10% 1,5 mm groß sind, so ist der
arithmetische Mittelwert 0,6 mm. Der Sauterdurchmesser betra¨gt aber 1,0 mm, er liegt mittig
zwischen den so ungleich ma¨chtigen Klassen [71].
2.2.3.2 Literaturwerte
Blasengro¨ßenverteilungen wurden mehrfach untersucht und vero¨ffentlicht; hierbei wurden sehr un-
terschiedliche Methoden verwendet. Viele Sonden (Durchstich-Leitfa¨higkeits-Sonde, optoelektro-
nische Absaugsonden) sind bei der Detektion sehr kleiner Blasen stark limitiert, was zu einer
kaum quantifizierbaren Verfa¨lschung der mit ihnen gewonnenen Meßdaten fu¨hrt [184]. In ju¨ngerer
Zeit wurden auch indirekte Ultraschallmeßmethoden entwickelt und eingesetzt [91]. Mit photo-
graphischen Verfahren ist es schwierig, repra¨sentative Stichproben von hinreichender Stu¨ckzahl zu
erfassen; dies la¨ßt sich seit kurzem mit der vollautomatischen Auswertung von Einzelbildern aus
ganzen Filmen verbessern.
In der Literatur werden mittlere Blasendurchmesser und teilweise auch Gro¨ßenverteilungen
in realen biotechnologischen Medien oder gleichwertigen Modellmedien angegeben. Fu¨r den Sau-
terdurchmesser reichen diese Literaturwerte bis maximal 2mm; fu¨r den arithmetischen Mittelwert
u¨bersteigen die Literaturwerte kaum 0,5 mm. Die genauen Werte ha¨ngen natu¨rlich von den Stoff-
und Betriebsparametern ab; die Streuung der Werte ist aber gering, so daß die genannten Zahlen
als gute charakteristische Werte gelten ko¨nnen.
Blasen in biotechnologischen Medien, die den angegebenen Durchmesser nicht u¨berschreiten,
haben zwei wesentliche Eigenschaften: Zum einen haben sie grundsa¨tzlich in allen beobachtba-
ren Situationen (wenigstens na¨herungsweise) Kugelgestalt. Zum anderen ist ihre Oberfla¨che mit
Kontaminationen aus Alkoholen und sta¨rkeren Tensiden belegt. Die Oberfla¨che ist daher nicht
eine fluide Phasengrenze, wie bei Großblasen in gereinigtem Wasser, sondern eine rigide, immobile
Wand. Dies hat erhebliche Auswirkungen auf den Stoffaustausch [90]
2.2.4 Wirkung am Ru¨hrer
Die Ausbildung einer dispersen Gasphase bei der Blasenbegasung einer geru¨hrten Flu¨ssigkeit hat
bedeutende Auswirkungen auf den Ru¨hrvorgang. Dies soll am Beispiel des Sechs-Blatt-Scheiben-
Ru¨hrers beschrieben werden.
Im unbegasten Betrieb existiert hinter jedem Ru¨hrerblatt des 6BSR ein Unterdruckgebiet.
Wegen der Umstro¨mung der einzelnen Ru¨hrerbla¨tter, wie sie Abbildung 2.2 zeigt, liegt hier der
6
”
Spezifisch“ bezeichnet eigentlich massenbezogene Gro¨ßen; der Begriff der
”
spezifischen Phasengrenzfla¨che“ a
ist aber weit verbreitet und soll deswegen auch hier verwendet werden. Es wird aber ausdru¨cklich auf die damit
verbundene Verwechselungsgefahr hingewiesen! (Der Umrechungsfaktor zwischen spezifischen und volumenbezogenen
Gro¨ßen ist generell eine Dichte %.)
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Abbildung 2.2: Die Umstro¨mung eines Ru¨hrerblattes am Sechs-Blatt-Scheiben-Ru¨hrer [264]. RS
bezeichnet den Rand der Ru¨hrerscheibe; der Ru¨hrer dreht sich im Gegenuhrzeigersinn und bewegt
das Blatt von rechts nach links durch das Bild. Die entgegenkommende Stro¨mung ist relativ zum
Ru¨hrerblatt gezeichnet. S bezeichnet Stagnationspunkte an Vorder- und Ru¨ckseite des Ru¨hrerblat-
tes, an denen die Stro¨mung sich aufspaltet.
Abbildung 2.3: Die Bildung von schlauchfo¨rmigen Wirbeln hinter einem Ru¨hrerblatt am Sechs-
Blatt-Scheiben-Ru¨hrer [264]; dieselbe Struktur existiert auch auf der im Bild verdeckten Unterseite
der Ru¨hrerscheibe.
Ausgangspunkt eines Paares zyklonfo¨rmiger Wirbel, die auch die Quelle der Turbulenzerzeugung
am Ru¨hrer sind [171, 264] (s. a. Abbildung 2.3).
Ein Großteil der Gasblasen folgt der in Abbildung 2.2 dargestellten Stro¨mung um das Ru¨h-
rerblatt herum und wird dadurch in den Unterdruckbereich hinter dem Ru¨hrerblatt gesogen. Die
Blasen gelangen in die von hier ausgehenden Wirbel (Abbildung 2.3) und werden lange darin fest-
gehalten. Dadurch ko¨nnen sie hier in so engen Kontakt miteinander geraten, daß es auch in koales-
zenzhemmenden Medien zu Koaleszenz kommt. Es bilden sich gro¨ßere Gaspolster (”Kavita¨ten“)
hinter den Ru¨hrerbla¨ttern [37, 44, 221, 308]. Diese Gaspolster beeinflussen die Flu¨ssigkeitsstro¨mung
und die Fo¨rderleistung (Pumpkennzahl, vgl. Abschnitt 2.1.1, auf Seite 13) des Ru¨hrers.
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Abbildung 2.4: Die Vera¨nderung des (relativen) Ru¨hrerleistungseintrages PgP0 mit der Bega-
sungskennzahl Ng =
V˙g
n·d3 [200]. Die unteren drei Kurven gelten fu¨r ein Durchmesserverha¨ltnis
[Ru¨hrer ⇔ Tank] von dD = 0,38, bei drei verschiedenen Drehzahlen n. Sie demonstrieren den Ein-
fluß von Blaseneintrag durch die freie Oberfla¨che auf die Gaskavita¨ten am Ru¨hrer. Fu¨r denselben
Ru¨hrer in einem viel gro¨ßeren Reaktor ( dD = 0,111) gilt fu¨r alle drei Drehzahlen genau derselbe
Kurvenverlauf (oberster Linienzug; kein Blaseneintrag durch die Oberfla¨che).
2.2.5 Leistungseintrag
Die Ausbildung der Gaspolster und deren Auswirkungen fu¨hren zu einem Abfall des vom Ru¨hrer
vermittelten mechanischen Leistungseintrages. Dieser Zusammenhang wird gewo¨hnlich dimensi-
onslos dargestellt: Der Gasvolumenstrom V˙g, mit dem der Ru¨hrer ”beladen“ wird, wird durch
seine Drehzahl n und die Dritte Potenz seines Durchmessers d geteilt; es ergibt sich die Bega-
sungskennzahl Ng:
Ng =
V˙g
n·d3 (2.2 - 7)
Abbildung 2.4 zeigt einen typischen Verlauf der mechanischen Ru¨hrerleistung u¨ber der Begasungs-
kennzahl Ng: Bis zu einer gewissen Begasungsrate haben die Blasen keinen merklichen Einfluß auf
den Leistungseintrag [183]; sie stro¨men am Ru¨hrer (-Blatt) entlang, ohne hinter den Ru¨hrerbla¨ttern
zu gro¨ßeren Kavita¨ten zu koaleszieren [244]. Sobald die Blasendichte hinter den Ru¨hrerbla¨ttern
einen kritischen Wert erreicht, setzt hier Koaleszenz ein, es bilden sich Kavita¨ten, und die Effizienz
des Ru¨hrers fa¨llt mit steigender Begasung (und wachsenden Kavita¨ten) rasch ab [194].
Das Ausmaß des Leistungsabfalls bei Begasung ha¨ngt stark von der Ru¨hrergeometrie ab [50].
Eine Verkleinerung der Ru¨hrerscheibe mindert den Leistungsabfall bei Begasung; den gleichen
Effekt haben die speziell geformten (gebogenen) Ru¨hrerbla¨tter der Scaba AB-[129] und ”Hohl-
blatt“-Ru¨hrer (“Smith turbine”).
2.2.6 Stro¨mung, Vermischung
Es wurde gefunden und besta¨tigt [20, 271], daß die Stro¨mungsgeschwindigkeiten im Bereich des
Ru¨hrers um den gleichen Faktor herabgesetzt werden wie der Leistungseintrag P . Dies muß also
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entsprechend auch fu¨r die Fo¨rderleistung V˙R des Ru¨hrers gelten (vgl. Abschnitt 2.1.1, auf Seite 13):7
V˙ gR
V˙R
=
Pg
P0
(2.2 - 8)
Aus der verminderten Stro¨mung im Reaktor folgt eine erho¨hte Durchmischungszeit tm. In
einem 350 L fassenden Reaktor wurde folgende Relation zwischen den Durchmischungszeiten tgm
mit und tm ohne Begasung gefunden [88]:
tgm
tm
= 1 + 7,5·w0,27g0 ·εg (2.2 - 9)
Die Gro¨ße wg0 ist die Leerrohrgeschwindigkeit des Gases; dies ist der Quotient aus dem Gasvolu-
menstrom V˙g und der (horizontalen) Querschnittsfla¨che des Reaktors. Das Symbol εg bezeichnet
den relativen Volumenanteil der dispersen Gasphase im Reaktorinhalt.
Die Abha¨ngigkeit des Quotienten auf der linken Seite der Gleichung von der Begasungsinten-
sita¨t hat im Endeffekt einen wesentlich ho¨heren Exponenten als 0,27, weil der Gasvolumenanteil εg
seinerseits stark von der Begasung abha¨ngt. (Vgl. hierzu Abschnitt 2.3.1.2, auf Seite 23.) Weitere
Autoren besta¨tigen die Korrelation [233].
Die Mischzeit kann als Abha¨ngige vom spezifischen Leistungseintrag ausgedru¨ckt werden
(vgl. Abschnitt 2.1.3, auf Seite 15). Die Begasung beeinflußt den Leistungseintrag des Ru¨hrers
(s. Abschnitt 2.2.5); die A¨nderung der Mischzeit kann vollsta¨ndig auf diesen Effekt zuru¨ckgefu¨hrt
werden [256].
2.3 Stoffu¨bertragung
Begaste Ru¨hrreaktoren sollen einen effektiven Eintrag von Sauerstoff in die Flu¨ssigkeit ermo¨gli-
chen [69]. Zur Quantifizierung ihrer diesbezu¨glichen Leistungsfa¨higkeit dient der volumetrische
Stoffaustauschkoeffizient βla. Er ist das Produkt aus dem linearen Stoffu¨bergangskoeffizienten
βl an der Phasengrenze zwischen Gas und Flu¨ssigkeit und der auf das Flu¨ssigkeitsvolumen V
bezogenen Gro¨ße dieser Grenzfla¨che AV = a. Die Definition dieses wichtigen Charakteristikums
mehrphasiger Reaktoren ergibt sich aus der folgenden einfachen U¨berlegung:
An einer Grenzfla¨che zwischen fluiden Phasen existieren grundsa¨tzlich Grenzschichten; jede
solche Grenzschicht stellt einen gewissen Widerstand fu¨r den Stoffu¨bergang durch die Phasengren-
ze dar. Der Stoffu¨bergang durch die Grenzschicht entspricht einem Strom durch einen Widerstand
und folgt einer treibenden Kraft, na¨mlich (wie bei allen Diffusionsvorga¨ngen) einem Konzentrati-
onsgefa¨lle. Die begrenzenden Konzentrationen sind. . .
• unmittelbar an der Phasengrenze die Sa¨ttigungskonzentration, mit der sich die betrachtete
Gaskomponente (z.B. Sauerstoff, O2) in der Flu¨ssigkeit lo¨st [199]:
c∗l,O2 =
p
KHe
·%l· M˜O2
M˜H2O
·yg,O2 (2.3 - 10)
• auf der Seite der freien Flu¨ssigkeit (die als homogen durchmischt angenommen wird) die dar-
in herrschende Konzentration cl, die sich im Wechselspiel von Stoffaustausch, -transport und
(konzentrationsabha¨ngigem) Verbrauch einstellt.
7Wegen der unvera¨nderten Geometrie in diesem Zusammenhang sind die Stro¨mungsgeschwindigkeiten der Flu¨ssig-
keit im Reaktor linear von der Fo¨rderleistung des Ru¨hrers abha¨ngig.
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Fu¨r den Stoffstrom durch die Phasengrenzfla¨che der Gro¨ße A ergibt sich:
m˙ =
dm
dt
= βl·A·(c∗l − cl) (2.3 - 11)
Bezieht man die Phasengrenzfla¨che auf das Volumen (AV = a), so ergibt sich die Definitionsglei-
chung fu¨r den volumetrischen Stoffu¨bergangskoeffizienten βla:
m˙
V
=
dcl
dt
= OTR = βla·(c∗l − cl) (2.3 - 12)
Der Wert βla ist der Proportionalita¨tsfaktor zwischen der volumetrischen Sauerstoffu¨bertragungs-
rate (OTR, oxygen transfer rate) und dem treibenden Konzentrationsunterschied.
Im folgenden werden die einzelnen Faktoren a und βl na¨her untersucht.
2.3.1 Phasengrenzfla¨che a
Der Zweck der Gasdispergierung im Ru¨hrreaktor ist es, eine mo¨glichst große submerse Phasen-
grenzfla¨che A zwischen Flu¨ssigkeit und Gasblasen zu erzeugen. Deren volumenbezogene Gro¨ße a
ergibt sich aus dem (relativen) Gasvolumenanteil εg und dem Sauterdurchmesser d32 (vgl. Glei-
chung 2.2 - 6, auf Seite 18):
A
V
= a =
6·εg
d32
(2.3 - 13)
Der Gasvolumenanteil εg ha¨ngt davon ab, wie lange die einzelnen Blasen im Flu¨ssigkeitsvolumen
festgehalten werden; er ergibt sich aus der mittleren Gasblasenverweilzeit τ g, dem Gasvolumen-
strom V˙g und dem Reaktionsvolumen V [301]:
εg =
Vg
V
=
V˙g·τg
V
(2.3 - 14)
2.3.1.1 Blasenverweilzeit
Die Blasenverweilzeit ha¨ngt von der relativen Aufstiegsgeschwindigkeit der Blasen und von der
Zirkulation der Flu¨ssigkeit ab. Die Aufstiegsgeschwindigkeit wird wiederum vom Blasendurchmes-
ser (und der Viskosita¨t der Flu¨ssigkeit) bestimmt. Fu¨r kleine, spha¨rische Blasen, die eine immobile
Oberfla¨che wie Feststoffpartikeln haben, gilt bis u¨ber einen Durchmesser von 0,5 mm hinaus das
Stokessche Gesetz [148, 147]:
FA = VBl.·∆%·g (2.3 - 15)
Fw = 6·pi·µ·r·∆v (2.3 - 16)
∆v =
VBl.·∆%·g
6·pi·µ·r (2.3 - 17)
Dieses Gesetz fu¨r den Blasenaufstieg gilt na¨herungsweise auch dann, wenn die Flu¨ssigkeit eine
turbulente Stro¨mung ausfu¨hrt; nur wenn die Blase so groß wird, daß ihr Aufsteigen selbst Turbulenz
erzeugt, weicht ihr Verhalten erheblich vom Stokesschen Gesetz ab. Dies gilt fu¨r Blasen weit u¨ber
0,5 mm Durchmesser [52].
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2.3.1.2 Verweilzeitverteilung
Im Reaktor herrscht eine Zirkulationsstro¨mung, der die Blasen in Abha¨ngigkeit von ihrer rela-
tiven Aufstiegsgeschwindigkeit mehr oder weniger folgen. Dadurch ist die Verweilzeit der Bla-
sen im Flu¨ssigkeitsraum eine breit verteilte Gro¨ße. Ihre Messung ist wegen des gleichzeitigen
Stoffu¨bergangs nicht trivial. Na¨herungen sind aber mo¨glich, so daß auch einige Meßdaten exi-
stieren [302, 301].
In [60] und [277] finden sich Literaturu¨bersichten mit Korrelationen zur Bestimmung des (volu-
metrischen) Stoffu¨bergangskoeffizienten βla und des (relativen) Gasvolumenanteils εg. Nach diesen
Sammlungen ist der Gasvolumenanteil εg nicht linear proportional zum Gasvolumenstrom V˙g, son-
dern es gilt:
εg ∼ V˙
bV˙g
g bV˙g ∈ [0,5; 0,7] (2.3 - 18)
Dies zeigt, daß die mittlere Gas- (-blasen-) -verweilzeit τ g im Reaktor keine Konstante ist, sondern
vom Gasvolumenstrom V˙g (bei sonst konstanten Bedingungen) beeinflußt wird. Starke Begasung
setzt das Vermo¨gen des Ru¨hrers herab, die Gasblasen in kleinste Fragmente zu zerteilen, so daß
zunehmend gro¨ßere Blasen von den Gaskavita¨ten hinter den Ru¨hrerbla¨ttern abgeschnu¨rt werden.
Bei sehr kleinen Begasungsraten, bei denen sich noch keine Gaskavita¨ten hinter den Ru¨hrer-
bla¨ttern ausbilden, passieren die Gasblasen einzeln den Ru¨hrerbereich und sind jeweils identischen
Bedingungen ausgesetzt. In diesem Bereich muß Gleichung 2.3 - 14 ihre Gu¨ltigkeit behalten.
2.3.1.3 Korrelationen
Sehr schnelle chemische Reaktionen zur Absorption eines Gases in einer Flu¨ssigkeit machen es
mo¨glich, die spezifische Phasengrenzfla¨che zu messen [178, 282]. Aus Meßdaten etlicher Autoren
wurde so die Korrelation a = 0,21·1.0 abgeleitet [203] (d.h. die spezifische Phasengrenzfla¨che ist
direkt [linear] proportional zum Leistungseintrag.)
Deckwer (1985) hat Meßdaten vieler Autoren fu¨r unterschiedliche Reaktortypen zusammen-
getragen [71]. Aus den wiedergegebenen Grafiken entnimmt man (fu¨r dieselbe Proportionalita¨t
zwischen a und  in Ru¨hrkesseln) Exponenten von 0,7 (Sulfitoxidationsmethode) bzw. 0,8 (photo-
graphische Bestimmung). Aus theoretischen U¨berlegungen wird schließlich ein Exponent von 0,4
zitiert [83, Nagel et al.].
Nimmt man gema¨ß Gleichungen 2.3 - 13 und 2.3 - 14 an, daß die spezifische Phasengrenzfla¨che
a proportional zum relativen Gasvolumenanteil εg und somit zum Gasvolumestrom V˙g ist, so lassen
sich die zitierten Angaben zu folgender Korrelation zusammenfassen:
a ∼ b ·V˙ bV˙gg ; b ∈ [0,4; 1,0]; bV˙g ∈ [0,5; 0,7] (2.3 - 19)
Diese Abha¨ngigkeiten werden weiter unten mit den entsprechenden Proportionalita¨t fu¨r den volu-
metrischen Stoffu¨bergangskoeffizienten βla verglichen (s. Abschnitt 2.3.3, auf Seite 26).
2.3.2 Stoffu¨bergangskoeffizient βl
Der ”lineare“ Stoffu¨bergangskoeffizient
8 la¨ßt sich verstehen als das Reziprok des Widerstands, den
ein lo¨sliches Gas beim U¨bergang durch die Phasengrenze zwischen Gasphase und Flu¨ssigkeit zu
u¨berwinden hat.
8Das Attribut
”
linear“ dient zur eindeutigen Abgrenzung gegen den volumetrischen Stoffu¨bergangskoeffizienten
βla. ”
Linear“ bezieht sich darauf, daß die Einheit von βl eine Geschwindigkeit impliziert.
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2.3.2.1 Filmtheorie
Die einfachste Modellvorstellung hierzu ist die Filmtheorie [107]. Sie geht von folgenden Annahmen
aus:
• Die Gasphase ist bis direkt an die Phasengrenze frei von Konzentrationsgradienten (ideal
durchmischt). Dies impliziert das Fehlen eines gasseitigen U¨bergangswiderstands.
• Die Flu¨ssigkeit wird aufgeteilt in einen laminaren Grenzfilm an der Phasengrenze und einen
gradientenfreien (ideal durchmischten) Rest. Der gesamte Stoffu¨bergangswiderstand liegt
also im flu¨ssigkeitsseitigen Grenzfilm, an dessen Seiten die Konzentrationen aus den ideal
durchmischten Fluidbereichen (Gas und Flu¨ssigkeit) anliegen.
• Der laminare Grenzfilm liegt stationa¨r an der Phasengrenze, so daß Stoffaustausch durch
ihn hindurch nur als molekulare Diffusion stattfinden kann. Mit der Filmdicke δ und dem
Diffusionskoeffizienten D ergibt sich somit folgender einfacher Ausdruck fu¨r den Stoffaus-
tauschkoeffizienten [311]:
βl =
D
δ
(2.3 - 20)
Die Dicke δ ist schwer vorauszusagen; Parallelen mit der Nernstschen oder der Prandtlschen
Grenzschicht liegen nahe, ergeben aber nur grobe Na¨herungen. Gleichung 2.3 - 20 impliziert eine
direkte (linear) Proportionalita¨t zwischen Stoffu¨bergangskoeffizient βl und Diffusionskoeffizient D.
Dies widerspricht allen bekannten Darstellungen fu¨r den Stoffu¨bergangskoeffizienten.
Beru¨cksichtigt man aber, daß auch die Dicke der ”Konzentrationsgrenzschicht“ von bestimm-
ten Stoffeigenschaften abha¨ngt, so ergibt die Filmtheorie einen Exponenten von bD = 23 fu¨r die
diskutierte Proportionalita¨t [13]:
βl ∼ D
2
3 (2.3 - 21)
Dieses Ergebnis entspricht vielen Meßergebnissen und zahlreichen Literaturangaben [131] fu¨r den
Stoffaustausch an festen Partikeln sowie an kleinen Blasen [71].
2.3.2.2 Turbulenztheorien
Higbie [125] entwickelte die Penetrationstheorie: Die Grundannahme ist, daß kleine Flu¨ssigkeits-
volumenelemente aus der freien Flu¨ssigkeit an die Grenzfla¨che gelangen, dort eine bestimmte Ver-
weilzeit lang direkten Kontakt mit der Gasphase haben und danach wieder von der Phasengrenze
abgezogen werden [311]. Sie wandern dann in tiefere Flu¨ssigkeitsbereiche, wo sie ihre Identita¨t
verlieren (Mikrovermischung) oder durch Diffusion ihren U¨berschuß an gelo¨ster Substanz an die
Umgebung abgeben. Wa¨hrend der Kontaktzeit findet am betrachteten kleinen Flu¨ssigkeitsvolu-
menelement instationa¨rer Stoffaustausch nach dem 2. Fickschen Gesetz statt:
dc
dt
= D· d
2c
dx2
(2.3 - 22)
Danckwerts [66] gab die Annahme auf, daß alle Flu¨ssigkeitselemente dieselbe Verweilzeit an
der Phasengrenze haben, und fu¨hrte mit der Oberfla¨chenerneuerungstheorie eine Verteilung dieser
Verweilzeit ein. Das a¨nderte aber nichts am Prinzip der Theorie.
In der einfachen Form, mit einheitlicher Expositionszeit te der einzelnen Flu¨ssigkeitselemente
an der Phasengrenze, gilt folgende theoretische Beziehung fu¨r den linearen Stoffdurchgangskoeffi-
zienten:
βl =
2√
pi
·
√
D
te
(2.3 - 23)
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Die hierin enthaltene Proportionalita¨t des Durchgangskoeffizienten βl mit der Wurzel des Diffusi-
onskoeffizienten D entspricht sehr gut Meßwerten, die fu¨r fluide Phasengrenzen gewonnen wurden.
Solche findet man bei großen Blasen und ebenen Grenzfla¨chen in hochreinen Flu¨ssigkeiten.
Fu¨r eine aufsteigende Blase, die laminar von der umgebenden Flu¨ssigkeit umstro¨mt wird, kann
man die Expositionszeit mit der Zeit gleichsetzen, die die Blase braucht, um den Weg ihres eigenen
Durchmessers zuru¨ckzulegen [311]:
te =
dBl.
∆v
(2.3 - 24)
Die Anwendung der Penetrationstheorie in Verbindung mit einer anschaulichen Vorstellung von
Turbulenz wird weiter unten diskutiert (Abschnitt 4.1.3 [S. 59]).
2.3.2.3 Korrelationen
Die beiden vorangegangenen Abschnitte zitieren aus unterschiedlichen Modellvorstellungen und
Theorien unterschiedliche Proportionalita¨ten zwischen βl und D. Diese sind beide, fu¨r unterschied-
liche Stoffaustauschvorga¨nge, experimentell besta¨tigt worden sind. Fu¨r die Praxis werden daher
dimensionslose Korrelationen mit anpaßbaren Parametern aufgestellt, in denen die Exponenten an
Meßergebnisse angepaßt werden ko¨nnen. Die Gilliland–Sherwood–Korrelation [108, 287] hat
die folgende generelle Form:9
Sh ∼ RebRe ·ScbSc (2.3 - 25)
Der Exponent bSc an der Schmidtzahl ist fu¨r fluide Phasengrenzen (ebene, freie Flu¨ssigkeitsober-
fla¨che [240]) 12 und fu¨r solide, immobile Phasengrenzen
1
3 . Der Exponent bRe an der Reynoldszahl
ist abha¨ngig vom Stro¨mungsregime; fu¨r laminare Blasenumstro¨mung ist er z.B. bRe = 13 und fu¨r
turbulente Blasenumstro¨mung ist er bRe = 23 . (Dies ergibt sich aus Korrelationen in [52] und [61],
und es steht im Einklang mit analogen Korrelationen fu¨r den Wa¨rmeu¨bergang in [27].)
Fu¨r bestimmte, einfache Fa¨lle sind die Exponenten bRe und bSc an Reynolds- und Schmidt-
zahl identisch. In diesem Fall kann das Produkt aus beiden Kennzahlen zur Bodensteinzahl Bo
zusammengefaßt werden:10
Re·Sc = v·l
ν
· νD =
v·l
D = Bo (2.3 - 26)
Die Gilliland–Sherwood–Korrelation vereinfacht sich dann zu folgender Form (hier wurde die
Asymptote 2 aufgenommen, vgl. Fußnote 9):
Sh = 2 +BSh·BobBo (2.3 - 27)
Der Exponent bBo hat fu¨r die laminare Umstro¨mung von Feststoffpartikeln den Wert bBo = 13 ;
BSh nimmt hierbei den Wert BSh ≈ 1 an. Bei großen Tropfen oder Blasen, die also eine voll
mobile, fluide Phasengrenzfla¨che haben, gilt, ebenfalls in laminarer Umstro¨mung: bBo = 12 und
BSh ≈ 0,56 [61].11
9Die rechte Seite der Gleichung 2.3 - 25 muß fu¨r Re → 0 noch den zusa¨tzlichen Term
”
+ 2“ enthalten; gegen
diesen Grenzwert (oder einen anderen, je nach Wahl der charakteristischen La¨nge l) geht Sh im laminaren Fall.
10Statt der Bodensteinzahl wird an dieser Stelle in der Literatur ha¨ufig die Pe´cletzahl (Pe) genannt; letztere
ist aber in einer strengen Systematik der Kennzahlen fu¨r Wa¨rmetransportprobleme reserviert (vgl. Tabelle C.3 in
Abschnitt C.3, auf Seite 192). Es la¨ßt sich auch zeigen, daß in den erwa¨hnten Quellen ebenfalls die Bodensteinzahl,
nur unter anderem Namen, verwendet wurde.
11Die zitierte Quelle [61] gibt fu¨r die beiden angegebenen Fa¨lle folgende Formen der Gleichung 2.3 - 27 an:
Sh = 1 + 3
√
(1 + Bo) (2.3 - 28)
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Gleichung 2.3 - 27 wurde theoretisch von Boussinesq hergeleitet; die Boussinesqsche Glei-
chung entha¨lt allerdings keinen konstanten Term und als Faktor BSh den (theoretischen) Wert
BSh =
√
4
pi [41].
2.3.3 Messung und Abha¨ngigkeiten
Die Messung verla¨ßlicher und vergleichbarer Werte fu¨r den volumetrischen Stoffu¨bergangskoeffi-
zienten βla ist ein vieldiskutiertes Thema [178, 250, 263, 277, 282]. Eine kurze Einfu¨hrung in die
Grundprinzipien gibt Anhang E.1 (Seite 203). Weiterhin werden dort auch verschiedene inha¨rente
Fehlerquellen aufgezeigt und kurz diskutiert.
Fu¨r den volumetrischen Stoffu¨bergangskoeffizienten βla, also die Zusammenfassung aus der
Phasengrenzfla¨che a und dem U¨bergangskoeffizienten βl, wurden viele Korrelationen aufgestellt.
Sie geben Abha¨ngigkeiten von zahlreichen Einflußparametern an. Darunter sind diverse Stoffei-
genschaften von Flu¨ssigkeit und Gas (Dichte und Viskosita¨t, Diffusionskoeffizient, Ionensta¨rke und
Grenzfla¨chenspannung); aber auch geometrische Verha¨ltnisse (Ru¨hrer- und Beha¨lterdurchmesser,
Ru¨hrerposition und Flu¨ssigkeitsho¨he) sowie Betriebsparameter (Begasungsrate, Drehzahl) gehen
ein.
Die beiden letztgenannten Betriebsparameter (Drehzahl n und Begasungsrate V˙g) sind aner-
kanntermaßen die wichtigsten Einflußfaktoren, die in keine Korrelation fehlen. Sie sollen daher
kurz diskutiert werden.
2.3.3.1 Leistungseintrag
Fu¨r die Abha¨ngigkeit des volumetrischen Stoffu¨bergangskoeffizienten βla vom (mechanischen) Lei-
stungseintrag PV gilt folgendes [263]:
12
βla ∼
(
P
V
)b
b ∈ [0,4; 1] (2.3 - 30)
Die kleinen Exponenten (0,4) wurden dabei fu¨r hochreine, koaleszenzfo¨rdernde Flu¨ssigkeiten (Was-
ser) gefunden; ho¨here Werte (meist um 0,7) wurden in koaleszenzgehemmten Stoffsystemen ge-
messen.
Direkt vom Leistungseintrag abha¨ngig ist der Stoffaustausch durch die freie Flu¨ssigkeitsober-
fla¨che. Letzterer setzt sich zusammen aus dem eigentlichen Austausch durch die Oberfla¨che und
dem Eintrag von Blasen von der aufgeru¨hrten Oberfla¨che in die Flu¨ssigkeit. Die Anteile beider
Pha¨nomene am gesamten Stoffaustausch sind in kleinen Reaktoren erheblich bedeutender als in
gro¨ßeren Reaktoren [134, 205]. Dies erschwert genaue Voraussagen fu¨r βla bei der Maßstabsver-
gro¨ßerung ausgehend von relativ kleinen Labor- oder Technikumsreaktoren.
2.3.3.2 Begasgungsrate
Die andere der beiden wichtigsten Einflußgro¨ßen fu¨r den βla-Wert ist die Begasungsrate, aus-
gedru¨ckt z.B. als Gasvolumenstrom V˙g. Bezu¨glich ihrer sinnvollen Formulierung existieren wi-
derspru¨chliche Angaben in der Literatur: Teilweise wird eine gute Korrelation von βla mit der
Sh = 1 +
(
1 + 0,564·Bo 23
) 3
4
(2.3 - 29)
12Da bezu¨glich des Ru¨hrvorganges grundsa¨tzlich Stationarita¨t gilt, muß der Leistungseintrag P
V
identisch sein mit
der volumengemittelten Energiedissipationsrate .
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Gasleerrohrgeschwindigkeit wg0 gefunden; andere Meßdaten erlauben hingegen nur eine Korrela-
tion mit der volumetrischen Begasungsrate V˙gV . Dieser Diskrepanz soll im folgenden nachgegangen
werden.
Gasleerrohrgeschwindigkeit. Die Gasleerrohrgeschwindigkeit ist der Quotient aus dem Gas-
volumenstrom V˙g und der (horizontalen) Querschnittsfla¨che des Reaktors. Fu¨r die Proportionalita¨t
des βla mit der Gasleerrohrgeschwindigkeit (βla ∼ wbg0) wurden Exponenten b im Bereich zwischen
0,3 und 0,5 berichtet. Diese Abha¨ngigkeit la¨ßt sich logisch erkla¨ren: Der (”lineare“) Stoffdurch-
gangskoeffizient βl variiert generell nur wenig (Literaturwerte fu¨r wa¨ßrige System liegen zwischen
2·10−4 ms und 5·10−4 ms [52, 149, 193, 215]13). Der βla-Wert variiert also na¨herungsweise linear mit
der spezifischen Austauschfla¨che a; diese ist bei konstantem Blasendurchmesser14 direkt propor-
tional zum relativen Gasvolumenanteil εg. Um letzteren bei Maßstabsvergro¨ßerung konstant zu
halten, muß der Gasstrom je (horizontaler) Querschnittsfla¨che konstant gehalten werden.15 Fu¨r
den relativen Gasvolumenanteil εg wurde schließlich dieselbe Abha¨ngigkeit von wg0 gefunden wie
fu¨r den βla [325].
Henzler [121] fand fu¨r koaleszenzgehemmte, niedrigviskose Systeme, daß die beiden Expo-
nenten an den Proportionalita¨ten des βla mit spezifischem Leistungseintrag und wg0 einander zu
eins erga¨nzten:
βla ∼
(
P
V
)b
·w1−bg0 (2.3 - 31)
Fu¨r koaleszenzgehemmte Stoffsysteme gilt b ≈ 0,7. Mit dieser Formulierung wurde ein Parameter
in aufzustellenden Korrelationen eliminiert.
Volumetrische Begasungsrate. Bei einer Maßstabsvergro¨ßerung wa¨chst die Ho¨he HR des Bio-
reaktors. Ungefa¨hr proportional hierzu wa¨chst auch die mittlere Verweilzeit τB der Blasen im Re-
aktor.16 Je la¨nger eine Blase in der Flu¨ssigkeit verweilt, desto gro¨ßer ist der Anteil ihres Sauerstoffs,
den sie an die Flu¨ssigkeit abgibt. In hohen Reaktoren kann daher eine Verarmung an Sauerstoff
in der dispersen Gasphase eintreten [301]. (Vgl. Abschnitt E.1.2, auf Seite 204). In diesem Fall
wechselt die limitierende Gro¨ße fu¨r die Versorgung eines sauerstoffverbrauchenden (Bio-) Prozes-
ses im Reaktor: Es ist nicht mehr die spezifische Phasengrenzfla¨che a sondern die tatsa¨chliche
Sauerstoffzufuhr V˙g·yg,O2 .
In sehr hohen Reaktoren muß also die spezifische (volumenbezogene) Sauerstoffversorgung des
(Bio-) Prozesses mit dem Reaktionsvolumen V proportional vergro¨ßert werden [278]. Diese scale
up-Regel wurde von verschiedenen Autoren experimentell besta¨tigt [60, 277, 278].
Nienow (1990) [221] weist darauf hin, daß sich die Begasungskennzahl Ng bei der (geometrisch
a¨hnlichen) Maßstabsvergro¨ßerung a¨ndern kann. Wenn man die volumetrische Begasungsrate V˙gV
konstant ha¨lt, so steigt Ng mit d
2
3 (konstanter spezifischer Leistungseintrag) oder sogar linear mit
13Der generell geringe Einfluß von Turbulenz auf βl wurde inzwischen auch fu¨r Flu¨ssigkeitstropfen in einer Emulsion
gezeigt [118]
14Der Blasendurchmesser ist bei Koaleszenzhemmung nur vom Leistungseintrag abha¨ngig, s. Abschnitte 2.3.3.1
und 4.1.4 (Seite 62). Dies steht auch in Einklang mit Abschnitt 2.3.1.2 (Seite 23): Bei starker Begasung sinkt der
Leistungseintrag; dadurch entstehen gro¨ßere Blasen mit ku¨rzerer Verweilzeit in der Flu¨ssigkeit.
15Moderne experimentelle Methoden zeigen, daß der relative Gasvolumenanteil im begasten Ru¨hrkesselreaktor von
Ort zu Ort erheblich variiert [188]. Die angenommene Proportionalita¨t kann also eigentlich nur als erste Na¨herung
angesehen werden.
16Die Zirkulation der Flu¨ssigkeit und der kleineren Blasen im Reaktor a¨ndert nichts an diesem fundamentalen
Zusammenhang.
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d (konstante Ru¨hrerspitzengeschwindigkeit). (Vgl. Abschnitt D.3 [S. 199] fu¨r den vollsta¨ndigen
Beweis.)
Eine Vera¨nderung der Begasungskennzahl bewirkt ha¨ufig eine Vera¨nderung des spezifischen
Leistungseintrages (vgl. Abschnitt 2.2.5, auf Seite 20). Generell ko¨nnen Ru¨hrer nur bis zu einer
gewissen Begasungskennzahl effizient Flu¨ssigkeit pumpen und Gas dispergieren – daru¨ber hinaus
setzt die sog. U¨berflutung ein, und die ru¨hrergetriebene Stro¨mung bricht zusammen [122, 224, 221].
2.4 Zusammenfassung
In den ersten drei Abschnitten dieses Kapitels wurden einige Grundlagen der Ru¨hrtechnik und
besondere Aspekte begaster Ru¨hrkessel diskutiert. Abschnitt 2.1 stellt einige grundlegende dimen-
sionslose Kennzahlen zur Charakterisierung von Ru¨hrvorga¨ngen vor. Abschnitt 2.2 beschreibt die
wesentlichen Vorga¨nge bei der Begasung und Ausbildung einer dispersen Gasphase; außerdem wer-
den die Auswirkungen der Begasung auf die in Abschnitt 2.1 diskutierten dimensionslosen Gro¨ßen
untersucht.
Abschnitt 2.3 schließlich untersucht die verschiedenen Abha¨ngigkeiten und Einflußgro¨ßen des
Stoffaustausches in Ru¨hrkesseln, der hierbei als integrale Gro¨ße betrachtet wird. Die einzelnen
Komponenten des volumetrischen Stoffaustauschkoffizienten βla wurden beschrieben und Mo¨glich-
keiten zur ihrer Modellierung dargestellt. Abschließend werden die beiden weit verbreiteten Strate-
gien zur Wahl der Begasungsrate im Rahmen einer Maßstabsvergro¨ßerung ero¨rtert und verglichen.
Im folgenden sollen einige der bisher vero¨ffentlichten Ansa¨tze zur Modellierung signifikant
inhomogener Prozesse in Ru¨hrreaktoren betrachtet und klassifiziert werden.
Kapitel 3
Literaturu¨bersicht
3.1 Experimentelle Daten
Seit mindestens 35 Jahren werden Inhomogenita¨ten in Bioprozessen diskutiert: Bereits 1966 fanden
Steel und Maxon Inhomogenita¨ten, Totzonen und lokalen Sauerstoffmangel bei der Novobiocin-
produktion mit Streptomyces niveus in einem begasten Pilotreaktor von nur 20 Litern Volumen.
Im folgenden werden weitere experimentelle Ergebnisse zusammengefaßt, die fu¨r die Behand-
lung des Themas dieser Arbeit von Bedeutung sind.
3.1.1 Biologische Testsysteme
Mit verschiedenen biotechnologisch kultivierbaren Organismen ko¨nnen Inhomogenita¨ten in Biore-
aktoren demonstriert und quantifiziert werden.
3.1.1.1 Bacillus subtilis
Bezu¨glich Sauerstoff werden Inhomogenita¨ten dann als kritisch angesehen, wenn sie zu derartiger
lokaler Sauerstoffverarmung fu¨hren, daß die Organismen lokal ihren Stoffwechsel umstellen. Zur
Detektion solcher Zusta¨nde wurde Bacillus subtilis als Testsystem charakterisiert [208]. Es wird
Glucose als Kohlenstoffquelle (in Komplexmedium) eingesetzt; bei Substratu¨berschuß werden un-
terschiedliche Zwischenmetabolite ausgeschieden: Aerob produziert der Organismus Acetoin, bei
Sauerstoffkonzentrationen unter 1% Luftsa¨ttigung (LS) Butandiol. Der Wechsel zwischen den Stoff-
wechselwegen kann sich sehr schnell, innerhalb von maximal 0,5 Sekunden, vollziehen [209].
In einem realen Bioprozess entspricht das Produktspektrum einem Volumenintegral u¨ber die
Sauerstoffversorgung in allen Teilen des Reaktors. Damit wurde das Testsystem auch zur Cha-
rakterisierung von Maßstabsvergro¨ßerungen eingesetzt [109]. In einem 14-Liter-Reaktor wurde die
Drehzahl gea¨ndert und (u¨ber die Begasung) die Gelo¨stsauerstoffkonzentration an einer installier-
ten Meßelektrode konstant gehalten. Dennoch a¨nderte sich das Produktspektrum; damit waren
Inhomogenita¨ten der Sauerstoffversorgung im Reaktor nachgewiesen [208].
3.1.1.2 Saccharomyces cerevisiae
Die Ba¨ckerhefe Saccharomyces cerevisiae erlaubt die Untersuchung von Inhomogenita¨ten (Gra-
dienten) hinsichtlich zweier verschiedener Substanzen; dies sind (gelo¨ster) Sauerstoff und die
Kohlenstoff- und Energiequelle Glucose [14, 255].
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Bei Sauerstoffmangel wechselt die Hefe unverzu¨glich zur alkoholischen Ga¨rung [101].1 Als Maß
fu¨r die Affinita¨t des Organismus zu Sauerstoff wird die Konzentration KM halbmaximaler Auf-
nahmerate mit 1% LS (Luftsa¨ttigung) angegeben [303].2 Andere Daten belegen auch erheblich
kleinere Werte (ca. 0,1% LS) [101].
Bei einem U¨berangebot an Glucose reagiert Ba¨ckerhefe auch bei guter Sauerstoffversorgung mit
sog. U¨berschußga¨rung (Crabtree-Effekt). Damit lassen sich lokale Konzentrationsspitzen bei der
kontinuierlichen Zufu¨tterung von Glucose nachweisen (fed batch oder kontinuierlicher Prozeß).
Larsson et al. (1996) haben in einem solchen Prozeß die Glucosekonzentration an verschiede-
nen Positionen im Reaktor gemessen und erhebliche, von der Position der Zufu¨tterung abha¨ngige
Unterschiede gefunden [167].
Oosterhuis (1984) machte detaillierte ortsauflo¨sende Messungen der Gelo¨stsauerstoffkonzen-
tration in einem Produktionsfermenter [229] (vgl. Abschnitt 3.2.2, auf Seite 38).
3.1.1.3 Andere Testsysteme
Escherichia (E.) coli produziert (unter bestimmten Bedingungen) bei Sauerstoffmangel Wasser-
stoff. Dieser wird irreversibel freigesetzt; kleinste Mengen im Abgas aerober (oder mikroaerober)
Prozesse weisen auf echte Sauerstoffmangelzonen hin [166].
Die leicht kultivierbare Hefe Trichosporon cutaneum wa¨chst obligat aerob; bei Sauerstoffman-
gel stellt sie reversibel ihr Wachstum ein. Der Vergleich einer erreichten Biomassekonzentration
mit einem garantiert unlimitierten Laborprozess erlaubt die Charakterisierung der Sauerstoffver-
sorgung in einem gegebenen Reaktor [168].
Penicillium chrysogenum wird durch Sauerstoffmangel irreversibel inaktiviert; diese Inaktivie-
rung ist direkt proportional zur Dauer des Sauerstoffmangels. Das System ist aber relativ unemp-
findlich, nach 10 Minuten Sauerstoffmangel ist die Aktivita¨t um 35% reduziert [164, 165].
3.1.2 Zeitliche Schwankungen
Im realen Bioreaktor bilden sich stationa¨re Konzentrationsgradienten aus; wenn suspendierte Mi-
kroorganismen (oder Zellen) mit der Flu¨ssigkeit durch den Reaktor zirkulieren, werden sie sta¨ndig
wechselnden Sauerstoffkonzentrationen ausgesetzt [167]. Viele Autoren haben untersucht, ob und
inwieweit diese Tatsache Einfluß auf Wachstums- und Produktionsfa¨higkeit von verschiedenen Mi-
kroorganismen hat.
Dazu werden die Verha¨ltnisse, denen ein biotechnologischer Nutzorganismus im Großreaktor
ausgesetzt ist, in kleinen Laboranlagen nachgestellt. So kann man in kleinen Anlagen bei geringen
Kosten das Verhalten des Organismus unter Produktionsbedingungen untersuchen. Fu¨r diese als
“scale down” bezeichnete Methode existieren zwei verschiedene Vorgehensweisen:
• Zum einen verwendet man eine intermittierende bzw. eine (zwischen Luft oder Sauerstoff
und Stickstoff) alternierende Begasung in einem kleinen, gut durchmischten Ru¨hrkesselre-
aktor [230, 300, 303, 317]. Die Luft- oder Sauerstoffbegasung entspricht im Großreaktor der
Passage durch den Bereich in unmittelbarer Ru¨hrerna¨he, wo gute Durchmischung, Gasdi-
spergierung, Turbulenz und Sauerstoffeintrag herrschen. Die unbegaste bzw. mit Stickstoff
begaste Periode entspricht der Zirkulation durch die Peripherie des Großreaktors.
1Die Enzyme fu¨r die Ga¨rung sind konstitutiv, d.h. sie werden immer exprimiert. Deswegen reagiert der Stoff-
wechsel auf den Sauerstoffmangel ohne Verzo¨gerung mit Ga¨rung.
2In der zitierten Arbeit wurde der Einfluß periodisch wechselnder Sauerstoffversorgung untersucht; dazu wurde
alternierend mit Sauerstoff und Stickstoff begast. Vgl. hierzu auch Abschnitt 3.1.2.
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• Zum anderen werden Systeme aus mehreren Reaktoren verwendet, zwischen denen die flu¨ssi-
ge Kultur mit Pumpen hin- und hergefo¨rdert wird. Die sauerstoffreiche Zone des Großreak-
tors in unmittelbarer Ru¨hrerna¨he wird hierbei wieder durch einen kleinen, gut durchmischten
begasten Ru¨hrkessel dargestellt. Fu¨r die technische Darstellung der Reaktorperipherie des
Großreaktors im scale-down-Experiment stehen wiederum zwei Alternativen zur Wahl:
– Zum einen kann ein unbegaster oder sogar mit Stickstoff kontinuierlich gestrippter Ru¨hr-
kesselreaktor verwendet werden [249]. Nachteilig ist hierbei, daß keine definierte Ver-
weilzeit fu¨r den anaeroben Teil des Reaktorsystems gegeben ist [303].
– Zum anderen kann ein kontinuierlich durchstro¨mter Rohrreaktor verwendet werden.
Dessen Analogie zur Zirkulation durch Reaktorbereiche ohne Stoffaustausch wird in
Abschnitt 3.2.2 (Seite 38) wieder aufgegriffen.
3.1.2.1 Begasungswechsel
Auf Grund des begrenzten Stoffaustausches in jedem realen (begasten) Ru¨hrkessel lassen sich mit
intermittierender oder alternierender Begasung keine krassen Konzentrationsspru¨nge realisieren.
Nur ein Auf- und Abschwanken der Gelo¨stsauerstoffkonzentration um einen mittleren Wert ist
erreichbar. Fa¨llt die Sauerstoffkonzentration dabei periodisch unter einen kritischen Wert, so zeigen
sich nachhaltige Auswirkungen auf Wachstum und Produktion verschiedener Organismen:
Fu¨r die Penizillinproduktion durch Penicillium chrysogenum wurde eine kritische Sauerstoff-
konzentration von ca. 30% Luftsa¨ttigung (LS) festgestellt; unter dieser Konzentration fiel die
spezifische Produktivita¨t steil ab [317]. La¨ßt man die Konzentration periodisch zwischen 23% LS
und 37% LS schwanken, ist die Produktivita¨t ebenfalls erheblich gemindert. (Die Quelle entha¨lt
leider keine Angaben u¨ber die verwendeten Zykluszeiten.)
Perioden von 20 Sekunden Stickstoffbegasung, alle ein bis drei Minuten eingesetzt, haben ein-
deutige Auswirkungen auf die Gluconsa¨ureproduktion durch Gluconobacter oxydans [230]. Halb-
minu¨tiges Wechseln zwischen Luft- und Stickstoffbegasung in einem kleinen (2 bis 5 Liter) La-
borreaktor mindert drastisch das Wachstum der Ba¨ckerhefe Saccharomyces cerevisiae, die hierbei
auch zu erheblichem Anteil alkoholische Ga¨rung ausfu¨hrt. Auch die Produktion des Antibioti-
kums Diffizidin durch Bacillus subtilis wird gemindert, wenn die Sauerstoffkonzentration durch
halbminutenweise Wechselbegasung regelma¨ßig unter einen kritischen Wert fa¨llt [300].
Die aufgeza¨hlten Ergebnisse zeigen, daß aerobe Organismen durch periodisches Abfallen der
Sauerstoffkonzentration unter einen kritischen Wert negativ in ihrem Wachstum oder einer beson-
deren Produktionsleistung beeinflußt werden. In den zitierten Arbeiten wurde die mittlere Sauer-
stoffkonzentration bei den Schwankungen immer in der Na¨he einer vorher identifizierten kritischen
Konzentration gehalten. Daher bleibt hier letztlich unbeantwortet, ob Konzentrationsschwankun-
gen generell negative Auswirkungen auf Wachstum und Produktion haben, wie dies in der zuletzt
zitierten Arbeit geschlußfolgert wird.
3.1.2.2 Zwei-Reaktor-Systeme
Zwei der oben zitierten Arbeiten enthalten Vergleiche mit Zwei-Kompartiment-Systemen [230,
303]. Beide benutzen als anaeroben Teil einen Ru¨hrkessel.
Fu¨r die Gluconsa¨ureproduktion mit Gluc. oxydans wurde erwartungsgema¨ß ein totaler Produk-
tionsausfall in der anaeroben Zone beobachtet [230]; daru¨berhinaus hatte die teilweise Anaerobiose
aber keine negativen Einflu¨sse, die Mikrooganismen wurden also in der anaeroben Zone nicht dau-
erhaft gescha¨digt.
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Abbildung 3.1: Ein typischer Graph fu¨r die Monod-Kinetik, die die Abha¨ngigkeit der Sauerstoff-
aufnahmerate qO2 von der Sauerstoffkonzentration cl,O2 beschreibt.
Amanullah et al. (1993) verglichen Zwei–Kompartiment–Systeme mit anaerobem Ru¨hrreak-
tor und solche mit anaerobem Stro¨mungsrohr. Sie fanden erheblich drastischere Auswirkungen
der anaeroben Zone im System mit Stro¨mungsrohr. Vollsta¨ndige Sauerstoffverarmung trat darin
nach einer Verweilzeit zwischen ein und sechs Sekunden ein [6]. Eine Verweilzeit von 30 Sekunden
im (anaeroben) Stro¨mungsrohr minderte die Biomasseausbeute bei der Fermentation von Bacillus
subtilis um 25%.
A¨hnliche Untersuchungen wurden mit der Penizillinproduktion durch Pen. chrysogenum [165]
und mit der Produktion von Malatdehydrogenase durch E. coli ausgefu¨hrt [231]. Einflu¨sse in
Abha¨ngigkeit von der Verweilzeit im anaeroben Teil wurden gefunden und in einem ausgeformten
mathematischen Modell beschrieben [231].
3.1.3 Sauerstoffaffinita¨t
Im vorigen Abschnitt (3.1.2) wurde mehrfach der Begriff der ”kritischen Konzentration“ verwendet.
Er bezeichnet die Konzentration eines Substrates (hier: gelo¨ster Sauerstoff), bei deren Unterschrei-
ten Vera¨nderungen im Stoffwechsel der betrachteten Organismen eintreten. Diese Vera¨nderungen
werden unmittelbar durch ein Absinken der (spezifischen) Sauerstoffaufnahmerate deutlich. Die-
ser Wert wird fu¨r die Validierung des in dieser Arbeit aufgestellten Modells in einer mikroaeroben
Fermentation wichtig werden; deswegen soll er im folgenden ausfu¨hrlicher diskutiert werden.
Die Abha¨ngigkeit der Sauerstoffaufnahmerate von der Sauerstoffkonzentration wurde vielfach
untersucht; sie wird gewo¨hnlich nach dem Monodmodell beschrieben. Danach ha¨ngt die spezifische
Sauerstoffaufnahmerate qO2 folgendermaßen hyperbolisch von der Gelo¨stsauerstoffkonzentration
cl,O2 ab:
qO2 = qO2,max·
cl,O2
cl,O2 +KM
(3.1 - 1)
Hierin sind qO2,max die maximal mo¨gliche spezifische Sauerstoffaufnahmerate und KM die Monod-
(oder Michaelis-Menten-) Konstante. Letztere gibt die (Sauerstoff-) Konzentration an, bei der
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die Sauerstoffaufnahmerate ihren halbmaximalen Wert erreicht. Abbildung 3.1 zeigt einen typi-
schen Graphen.
Mit der kritische Sauerstoffkonzentration ist nun diejenige Konzentration gemeint, unterhalb
derer die Sauerstoffaufnahmerate merklich eingeschra¨nkt ist; oberhalb ist sie na¨herungsweise gleich
der maximal mo¨glichen Aufnahmerate. Gema¨ß Abbildung 3.1 ist dieser Wert nicht exakt definier-
bar, weil volle Sa¨ttigung nur bei unendlich hoher Konzentration erreicht wird. Es ist u¨blich, die
kritische Konzentration als das Fu¨nf- bis Zehnfache der Monodkonstante anzusehen.
Konzentrationsmaß. Gelo¨stsauerstoffkonzentrationen werden in der Praxis ha¨ufig in Prozent Luftsa¨t-
tigung angegeben. Diese relativen Partialdru¨cke entsprechen direkt den Ablesewerten einer Sauerstoffelek-
trode (z.B. nach Clark), die mit Stickstoff und Luft bei Atmospha¨rendruck auf 0% und 100% kalibriert
wurde. In der Literatur findet man daneben auch Konzentrationsangaben als Massen- oder Stoffmengen-
konzentrationen.
Relative Partialdru¨cke lassen sich als Anteil des Absolutdruckes unmittelbar in absolute Parti-
aldru¨cke (in Pascal) umrechnen; den Zusammenhang zwischen Konzentration und Partialdruck gibt Glei-
chung 2.3 - 10 auf Seite 21. Die Lo¨slichkeit von Sauerstoff in wa¨ßrigen Lo¨sungen und Medien (ausgedru¨ckt
durch den Henry-Koeffizienten, s. Gl. 2.3 - 10 [S. 21]) ist mit Hilfe vero¨ffentlichter Daten und Modelle
leicht und genau zu berechnen [146, 284, 285]
Ihrer Anschaulichkeit wegen werden im folgenden weiterhin relative Partialdru¨cke in % LS (Luftsa¨tti-
gung) verwendet. Auf andere Art angegebene Konzentrationswerte werden umgerechnet.
3.1.3.1 Diffusionseinfluß
Bei der Untersuchung einer kritischen Sauerstoffkonzentration muß eine wichtige Fehlerquelle be-
achtet werden: Der diffusive Stofftransport von der freien Flu¨ssigkeit (in der die Konzentration
gemessen wird) bis an die (suspendierten) Zellen des untersuchten Organismus (und in sie hinein)
kann eine erhebliche limitierende Wirkung auf die Verbrauchsrate haben [120, 165].
Dies betrifft vor allem die Sauerstoffversorgung all derjenigen Zellen, die Agglomerate bilden.
Wegen des kleinen Verha¨ltnisses von Oberfla¨che und Volumen der (agglomerierten) Biomasse zu-
einander kommt es hier leicht zu Diffusionslimitierung und echter Sauerstoffverarmung im Inneren
der Agglomerate [89]. Bei Stofftransportlimitierung ist die Sauerstoffu¨bertragungsrate (und da-
mit die [apparante] Sauerstoffaufnahmerate) linear abha¨ngig von der Sauerstoffkonzentration in
der Flu¨ssigkeit (bzw. eigentlich von der diffusionstreibenden Konzentrationsdifferenz zwischen der
freien Flu¨ssigkeit in dem Inneren des Biomasseagglomerates).
Das kinetische Verhalten aller bekannten biochemischen Prozesse und Katalysatoren (Enzyme)
legt nahe, daß die intrinsische Abha¨ngigkeit der Sauerstoffaufnahmerate von der Sauerstoffkon-
zentration eine Monod–a¨hnliche Sa¨ttigungskinetik ist (vgl. Abbildung 3.1). Wann immer nicht
wirklich diese monoton gekru¨mmte Kinetik gefunden wird, sondern eine lineare Abha¨ngigkeit der
Aufnahmerate von der Konzentration, ist eine Stofftransportlimitierung zu vermuten.
Beispiel. Maric und Einsele (1981) gingen der Frage nach, ob der Partialdruck oder die Konzentration
des gelo¨sten Sauerstoffs am Organismus die eigentlich bestimmende Gro¨ße fu¨r die spezifische Aufnahme-
rate ist [192]. Sie minderten in einer Fermentation von Candida tropicalis durch massive Salzzugabe die
Sauerstoﬄo¨slichkeit. Ein mo¨glicher Einfluß der hohen Salzkonzentration auf die Hefe wird verneint. Die
beobachtete Erho¨hung der (Sauerstoffmangel anzeigenden) Ethanolproduktion erkla¨ren sie daher mit der
verminderten Lo¨slichkeit und damit geringeren Konzentration von Sauerstoff bei demselben (geregelten)
Anzeigewert der Sauerstoffelektrode.
Die vero¨ffentlichten Meßwerte zeigen erste Anzeichen von Sauerstoﬄimitierung (Ethanolfreisetzung)
schon bei 70% Luftsa¨ttigung. Dieser Wert ist gemessen an allen anderen Literaturwerten (s.u.) absolut
unrealistisch. Der exakt lineare Kurvenverlauf fu¨r die Ethanolbildung in Abha¨ngigkeit von der Sauerstoff-
konzentration belegt, daß eine massive Stofftransportlimitierung im untersuchten System vorgelegen haben
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muß. Da die Diffusion abha¨ngig von der treibenden Konzentrationsdifferenz ist, wurde die beschreibene Aus-
wirkung der Salzzugabe und Minderung der Sauerstoﬄo¨slichkeit (und damit maximalen Konzentrationen)
gefunden.
3.1.3.2 Messungen und Ergebnisse
Meßmethoden. Die Messung der kritischen Sauerstoffkonzentration oder der Konzentration
KM halbmaximaler Sauerstoffaufnahmerate ist meßtechnisch anspruchsvoll: Sowohl die Aufnah-
merate als auch extrem niedrige Sauerstoffkonzentrationen sind schwer zu bestimmen. Die Aufnah-
merate la¨ßt sich in einem einfachen Verbrauchsexperiment in eine zeitliche Konzentrationsa¨nderung
u¨berfu¨hren, womit die Problematik auf eine Gro¨ße reduziert ist, die dann aber auch in hinreichen-
der zeitlicher Auflo¨sung zu erfassen ist.
Heinzle schla¨gt vor, eine stark verdu¨nnte Bakteriensuspension (mit ausreichend Substratu¨ber-
schuß) mit Sauerstoff zu sa¨ttigen und dann in einer gleichma¨ßig geru¨hrten pO2–Meßzelle mit einer
kalibrierten Clark-Elektrode die Sauerstoffkonzentration u¨ber der Zeit zu beobachten [119]. An-
fangs fa¨llt sie mit konstanter Steigung, was der maximal mo¨glichen Sauerstoffaufnahmerate qO2,max
entspricht. Mit Erreichen der kritischen Konzentration setzt eine Verlangsamung des Konzentra-
tionsabfalls ein, und bei pO2 = KM ist die Steigung nur noch halbmaximal.
Diese zeitabha¨ngige Meßmethode erfordert pO2–Sonden, die nicht nur bei kleinsten Konzen-
trationen sehr genau messen, sondern die auch hinreichend schnell reagieren [209]. Diese zweite
Anforderung kann aber umgangen werden: Man pumpt, analog zu den in Abschnitt 3.1.2.2 (Sei-
te 32) beschriebenen Systemen, die Bakteriensuspension durch eine Bypassleitung (Stro¨mungsrohr)
ohne Sauerstoffeintrag.3
An einer bestimmten Stelle im Bypass wird die pO2–Sonde installiert. Ihr Meßwert ergibt einen
Meßpunkt aus der zeitabha¨ngigen Meßkurve an einem bestimmten Zeitpunkt, der der Verweilzeit
der Suspension in der Bypassleitung bis zur Meßstelle entspricht. Durch Vera¨nderung der Pum-
prate kann die Verweilzeit vera¨ndert und so in Teilen die beschriebene zeitabha¨ngige Messung
nachgeahmt werden, ohne daß eine schnelle Reaktion der pO2–Sonde erforderlich wa¨re.
Meßergebnisse. Viele Autoren haben versucht, die kritische Sauerstoffkonzentration (oder die
Konzentration halbmaximaler Aufnahmerate) zu bestimmen. Die angegebenen Literaturwerte va-
riieren teilweise betra¨chtlich.
Mit der im vorigen Abschnitt (3.1.3.2) beschriebenen, zeitabha¨ngigen Methode wurde Glucono-
bacter oxydans untersucht; es ergab sich fu¨r KM (die Konzentration halbmaximaler Aufnahmerate)
der Wert KM = 0,7% Luftsa¨ttigung (LS) [180]. Spa¨ter wurde ein ho¨herer Wert von KM = 2,8% LS
gefunden, wobei in vielen Meßpunkten eine offensichtliche Monodkinetik besta¨tigt wurde [228].
Aus einer Graphik mit analogen Meßdaten fu¨r Penicillium chrysogenum la¨ßt sich ein Wert
von drei bis vier Prozent LS fu¨r KM abscha¨tzen [317].4 Andernorts wird eine zweiteilige Sau-
erstoffaufnahmekinetik desselben Organismus berichtet: Zwischen 30% LS und 20% LS fa¨llt die
Aufnahmerate etwa auf die Ha¨lfte; dann bleibt sie bis hinab zu 4% LS konstant [165]. Die Autoren
weisen auf den mo¨glicherweise erhebliche Einfluß einer Stofftransportlimitierung (Diffusion) im
dichten Myzel hin (vgl. 3.1.3.1, auf Seite 33).5
3Bei Silikonschla¨uchen kann die Sauerstoffdiffusion durch die Wand betra¨chtlich werden und die Ergebnisse
verfa¨lschen.
4Bemerkenswert ist hier, daß die Penizillinproduktion bereits bei einem Sauerstoffpartialdruck von 30% LS schlag-
artig zusammenbricht.
5Die Zweiteiligkeit dieser Sauerstoffaufnahmekinetik paßt zu molekularbiologischen Erkenntnissen, die in Ab-
schnitt E.2.1 (Seite 205) dargestellt werden.
3.1. EXPERIMENTELLE DATEN 35
Fu¨r Saccharoymces cerevisiae wurden bereits 1983 umfangreiche Meßdaten bei kleinsten Sau-
erstoffkonzentrationen gesammelt [101]. Die Daten zeigen eine Abha¨ngigkeit des KM–Wertes
von der (maximalen) Sauerstoffaufnahmerate [101, Fig. 29]; vermutlich wirkte auch hier ei-
ne Stofftransport- (Diffusions-) -limitierung. Die maximale Aufnahmerate wurde durch die
Verdu¨nnungsrate im Chemostaten eingestellt; bei der kleinsten Verdu¨nnungsrate lag der KM–
Wert bei 0,1% LS oder darunter.
Schon 1981 wurde die Bedeutung sehr niedriger Sauerstoffkonzentrationen fu¨r die Aminosa¨ure-
produktion mit Brevibacterium flavum diskutiert [128]. In einer (idealisierten) Sauerstoffaufnah-
mekinetik wird ein kritischer Partialdruck von 0,1% Luftsa¨ttigung angesetzt; die Konzentration
halbmaximaler Aufnahmerate (KM ) liegt dementsprechend bei ho¨chstens 0,05% LS. — In einem
mathematischen Modell fu¨r Prozesse in einem (in Abschnitt 3.1.2.2 [S. 32] beschriebenen) scale-
down–System wird fu¨r E. coli eine Monodkonstante von KM = 1,0% LS angenommen [231].
Fu¨r Hybridomzellen6 wurde experimentell eine Sauerstoffkonzentration fu¨r halbmaximale Auf-
nahmerate von 0,6% LS gefunden [232]. — Mit anderen Sa¨ugetierzellen wurde gefunden, daß sie
ihren Stoffwechsel unter 0,25% LS reversibel auf Anaerobiose (Leben ohne Sauerstoff) umstel-
len [175]. (Diese Zellinie zeigte eine Konzentration halbmaximaler Aufnahmerate von ungefa¨hr
1% LS, und erreichte bei etwa 5% LS die Sa¨ttigung ihrer Kapazita¨t, kontinuierlich Sauerstoff
aufzunehmen.)
Es existiert eine Vielzahl weiterer Literaturwerte, die z.B. in [120] nachzulesen sind. Dort
wird auch auf die Auswirkungen von Diffusionsbarrieren in Zellna¨he (Schleimkapseln oder dichtes
Myzelwachstum) hingewiesen.
3.1.4 Mikroaerobe Prozesse
In den meisten aeroben Bioprozessen hat man bezu¨glich des Sauerstoffs nur eine Anforderung:
Die Konzentration im Reaktor soll nicht unter eine kritische Konzentration sinken, damit der
Stoffwechsel des Nutzorganismus nie durch Sauerstoﬄimitierung beeinflußt wird. Es gibt aber eine
wachsende Anzahl spezieller Prozesse, die unter Sauerstoﬄimitierung der verwendeten Zellen die
ho¨chste Wirtschaftlichkeit erreichen [333].
Die ra¨umlichen Konzentrationsschwankungen in gewo¨hnlichen aeroben Bioprozessen sind
gro¨ßer als die ho¨chsten Konzentrationen in solchen mikroaeroben Prozessen. Die inha¨renten Inho-
mogenita¨ten in großen Reaktoren mu¨ssen also hier besonders hinsichtlich mo¨glicher schadhafter
Auswirkungen untersucht werden.
Deswegen wird das in dieser Arbeit entwickelte Modell fu¨r den Stoffaustausch in begasten
Ru¨hrkesseln an einem Bioprozeß unter offensichtlicher Sauerstoffimitierung validiert.
3.1.4.1 Butandiol-2,3
Ein sehr gut untersuchter mikroaerober Prozeß ist die Produktion von Butandiol-2,3 durch En-
terobacter aerogenes. Dies ist eigentlich ein Ga¨rungsprozeß, der rein anaerob durchgefu¨hrt werden
kann. Es wurde aber gezeigt, daß begrenzte Luftbegasung den Prozeß fo¨rdert und die Raum-
Zeit-Ausbeute erho¨ht [332]. Die Sauerstoffkonzentration bleibt hierbei fu¨r gewo¨hnliche Clark-
Sauerstoffelektroden unmeßbar klein (unter 1% Luftsa¨ttigung).
Eine optimale Ausbeute erha¨lt man, wenn genau so viel begast wird, daß der Tri-Carbonsa¨ure-
Zyklus gerade eben nicht in Gang kommt. Aus Bilanzen der verschiedenen Stoffwechselprodukte
(Kohlendioxid, Acetoin, Butandiol, Essigsa¨ure und Ethanol) kann errechnet werden, wieviel NADH
6
”
Kreuzung“ aus degenerierten Tumorzellen und differenzierten Zellen des Immunsystems; immortalisierte Zelli-
nien mit der Fa¨higkeit zur Produktion monoklonaler Antiko¨rper.
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aus dem Tri-Carbonsa¨ure-Zyklus kommt und oxidiert wird [334]. Dessen Anteil am gesamten
NADH-Aufkommen und Sauerstoffverbrauch soll mo¨glichst klein bleiben.
3.1.4.2 Durchmischung
Dieses Ziel ist nicht beliebig gut zu erreichen; hierbei spielt insbesondere die Durchmischung nach-
weislich eine große Rolle [334]: Je ho¨her im Versuchsreaktor die Drehzahl gewa¨hlt wurde, desto
ku¨rzer war die Mischzeit, und desto ho¨her konnte die mo¨gliche Prozeßausbeute getrieben werden,
wobei die anteilige Nutzung des Tri-Carbonsa¨ure-Zyklus immer weiter zuru¨ckging.
Mit dem Prozeß wurden auch scale up- und scale down-Untersuchungen durchgefu¨hrt; sie
besta¨tigen das Gesagte [51]. Mit steigender Mischzeit wurde zunehmende Ethanolbildung gefun-
den, die gewo¨hnlich ein Hinweis auf vollsta¨ndige Anaerobiose ist. Dieser unerwu¨nschte Nebenweg
zu toxischen Nebenprodukten kann im exakt und homogen mikroaeroben Prozeß vollsta¨ndig un-
terdru¨ckt werden [335].
3.1.4.3 Andere Prozesse
Auch Prozesse mit ho¨heren Zellen (Sa¨ugerzellen) profitieren oft von reduziertem Sauerstoffan-
gebot. Wachstum und Produktivita¨t (Antiko¨rper) zeigen teilweise Maxima weit unterhalb der
Luftsa¨ttigung [82, 206].
Weiterhin wird die große wirtschaftliche Bedeutung der Produktion von Ethanol (”Bioalkohol“)
im Zusammenhang mit mikroaeroben Prozesse angefu¨hrt [98]. Dieser Prozeß zeigte optimales Ver-
halten bei Begasung mit stark reduzierter Sauerstoffkonzentration (unter 1% Sauerstoff) [99].
3.1.5 Zusammenfassung
Die in diesem Abschnitt (3.1) zusammengetragenen Quellen ergeben eine wesentliche Erkenntnis:
Der Stoffwechsel von aeroben Mikroorganismen in einem Bioreaktor reagiert bei Abfallen der
Sauerstoffkonzentration unter einen kritischen Wert schnell und derart auf diesen Mangelzustand,
daß sich bleibende Auswirkungen auf Wachstum und/oder Produktionsrate ergeben.
Die geringe Lo¨slichkeit von Sauerstoff in wa¨ßrigen Medien fu¨hrt dazu, daß eine konzentrierte
Flu¨ssigkultur in nur wenigen Sekunden den gesamten in ihr (bei Luftsa¨ttigung) gelo¨sten Sauer-
stoff verbraucht. (Vgl. hierzu die hervorgehobenen Worte in Abschnitt 3.1.2.2, auf Seite 32.) Eine
intermittierende Sauerstoffversorgung reicht offensichtlich nicht aus, um volle Stoffwechselleistung
der Mikroorganismen zu gewa¨hrleisten.
Sauerstoffaffinita¨t. Die meisten untersuchten Mikrooganismen und Zellkulturen zeigen hohe
Affinita¨t bezu¨glich Sauerstoff, mit Konzentrationen halbmaximaler Aufnahmerate (KM) zwischen
0,1% und 1,0% Luftsa¨ttigung (LS). Die Messung solcher Werte gestaltet sich allerdings schwierig,
und der Einfluß jeglicher Stofftransport- (Diffusions-) -limitierung ist nicht immer ohne weiteres
zu vermeiden. Dies bedeutet, daß die gefundenen Meßwerte gegenu¨ber dem intrinsichen, wahren
Wert noch zu hoch sind.
Einige molekularbiologische Daten und U¨berlegungen zur Kinetik der Sauerstoffaufnahme
durch lebende Zellen werden im Anhang E.2, auf Seite 205 diskutiert.
Mikroaerobe Prozesse. In Abschnitt 3.1.4 wurden schließlich sogenannte mikroaerobe Biopro-
zesse diskutiert, also solche, in denen lebende Zellen unter Sauerstoﬄimitierung kultiviert werden.
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Es wurde die besondere Bedeutung einer guten Durchmischung zur Vermeidung von anaeroben Be-
reichen in solchen Prozessen dargelegt. Aus diesem Anlaß wird das in der vorliegenden Arbeit ent-
wickelte Modell zur Vorhersage der Inhomogenita¨ten bezu¨glich der Gelo¨stsauerstoffkonzentration
in begasten Ru¨hrkesselreaktoren an einem mikroaerob, d.h. unter Sauerstoﬄimitierung gefu¨hrten
Bioprozeß validiert.
3.2 Strukturierte Modelle
Prozesse in Bioreaktoren sind immer mit Inhomogenita¨ten, also Gradienten innerhalb des Reak-
tionsvolumens behaftet [185]. Deren Minimierung ist u.U. sehr aufwendig (extreme Ru¨hrleistung).
Schon 1977 schlug Bryant deswegen vor, die Existenz der Gradienten zu akzeptieren [49]. Sofern
ihre Auswirkungen quantitativ beschrieben werden ko¨nnen, ist es einfacher, sie einzukalkulieren,
als sie vollsta¨ndig zu vermeiden.
Prozeßmodelle mit konzentrierten Parametern, die eine ideale Durchmischung aller Phasen im
Reaktor annehmen, ko¨nnen nicht in der Lage sein, solche gradientenbehafteten Prozesse zuverla¨ssig
zu beschreiben [267], da sie die Einflu¨sse der Inhomogenita¨ten sowie deren Abha¨ngigkeiten7 ver-
nachla¨ssigen.
Viele Autoren bilden Inhomogenita¨ten im Reaktor in ein Modell ab, indem sie das Reaktions-
volumen in mehrere Kompartimente unterteilen. Diese ko¨nnen dann jeweils nach denselben oder
auch nach unterschiedlichen Gleichungen beschrieben werden. Zwischen den Kompartimenten fin-
den Austauschvorga¨nge innerhalb der einzelnen Phasen statt. Diese sind teils diffusiver Natur
(gradientengetrieben), teils konvektiv (abha¨ngig vom Stro¨mungsfeld). Unterschiede zwischen den
Modellen existieren vor allem hinsichtlich der Anzahl der Kompartimente.
3.2.1 Vertikale Unterteilung
Die einfachste Strukturierung eines Ru¨hrkesselreaktors ist die Gliederung in vertikal u¨bereinander-
liegende Kompartimente. Diese Unterteilung bietet sich vor allem bei mehrstufigen Ru¨hrsystemen
an (mehrere Ru¨hrer auf einer Welle): Hier entspricht jeder Ru¨hrer (mit dem zugeho¨rigen Zirkula-
tionssystem) einem Kompartiment. Manfredini et al. (1983) teilten einen schlanken Produkti-
onsreaktor mit vier Ru¨hrern in vier ”Zellen“ (engl. “unit cells”) ein [80, 187].
8 Auf gleiche Weise
behandelten andere Autoren erfolgreich unterschiedliche Fragestellungen [12, 246].
An jedem radial fo¨rdernden Ru¨hrer (z.B. 6BSR) bildet sich eine kleeblattfo¨rmige Zirkulation
aus (vgl. Abschnitt 3.2.3.1 [S. 38] und darin Abbildung 3.2, auf Seite 39). In schlanken Reakto-
ren mit mehreren Ru¨hrern wiederholt sich dieses Muster identisch fu¨r jeden Ru¨hrer. Dies legt die
Kompartimentgrenzen mittig zwischen den Ru¨hrern nahe. Außerdem wa¨ren zusa¨tzliche Kompar-
timentgrenzen jeweils in Ho¨he der Ru¨hrerscheibe denkbar. Sie treten aber nicht auf, weil die hohe
Turbulenz am Ru¨hrer jeweils eine gute Durchmischung der Bereiche u¨ber und unter dem Ru¨hrer
miteinander gewa¨hrleistet [5].
Eine weitere Unterteilung wurde von Singh et al. (1987) eingefu¨hrt, in der jedes Kompartiment
in eine Kette von (Unter-) Kompartimenten zerfa¨llt. Nur die Endglieder der Ketten stehen hierbei
untereinander im Austausch [289, 290].9
7Z.B. ist der Beitrag der freien Flu¨ssigkeitsoberfla¨che zum gesamten Stoffaustausch in einem begasten Ru¨hrkessel
stark vom absoluten Maßstab abha¨ngig [134]. Dies muß ein gutes Modell fu¨r die Maßstabsvergro¨ßerung solcher
Prozesse beru¨cksichtigen.
8Auf diese Weise konnte der axiale Gradient der Gelo¨stsauerstoffkonzentration in einem hohen, begasten Biore-
aktor modelliert werden, der auf den hydrostatischen Druck im Reaktor zuru¨ckging.
9Diese weitere Kompartimentierung hat keine reale geometrische Entsprechung. Sie entspricht darin der Idee von
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3.2.2 Ru¨hrer und Peripherie
Jede Ru¨hrerstufe eines Ru¨hrreaktors kann in einen kleinen Bereich in unmittelbarer Ru¨hrerna¨he
und den (gro¨ßeren) Rest des Volumens unterteilt werden. Im Ru¨hrerkompartiment sind ganz andere
Vorga¨nge relevant als außerhalb: Der Ru¨hrer verursacht lokal intensive Turbulenz (und damit
gru¨ndliche Vermischung) sowie Scherspannungen, die Gas und Tropfen dispergieren. Im u¨brigen
Reaktorvolumen herrschen die ruhige, großra¨umige Zirkulation und das Abklingen der Turbulenz
vor; disperse Phasen bleiben unvera¨ndert oder koaleszieren (je nach Stoffsystem und Phasenanteil).
Dementsprechend fu¨hrt Oosterhuis (1984) Ru¨hrerkompartimente und ”Restkompartimente“
ein. Erstere behandelt er mit Korrelationen fu¨r Ru¨hrkessel, letztere dagegen wie Blasensa¨ulen [228].
So erha¨lt er mit relativ einfachen Mitteln Voraussagen u¨ber Konzentrationsunterschiede fu¨r
Gelo¨stsauerstoff in einem großen Produktionsreaktor [229].
Bajpai und Reuss (1982) entwickelten eine a¨hnliche Modellvorstellung: Am Ru¨hrer herrschen
hohe Turbulenz, Energiedissipation und perfekte Durchmischung; außerhalb der Ru¨hrerna¨he zir-
kulieren diskrete Fluidpakete durch den Reaktor, zwischen denen aber kein Stoffaustausch statt-
findet (”Segregation“) [14, 15]. Auch der Stoffaustausch bleibt in diesem Modell auf die unmit-
telbare Ru¨hrerna¨he beschra¨nkt; innerhalb der zirkulierenden Fluidpakete fu¨hrt die permanente
Sauerstoffzehrung durch suspendierte Zellen zunehmend zur Sauerstoffverarmung [255, 258]. Die-
ses Modell la¨ßt sich durch die Kopplung eines begasten Ru¨hrkessels mit einem (unbegasten) Stro¨mungsrohr
veranschaulichen, dessen Anfang und Ende an den (ideal durchmischten) begasten Ru¨hrkessel angeschlossen
sind. Die Verweilzeit im Stro¨mungsrohr entspricht der Lebensdauer der Fluidpakete und der Zirkulationszeit
im Reaktor.
Khang und Levenspiel (1976) gingen von einer a¨hnlichen Modellvorstellung aus; sie teilten
den Zirkulationsweg in eine Kette von Kompartimenten (Ru¨hrerschlaufenmodell), deren erstes
und letztes Glied im Austausch mit dem Ru¨hrerkompartiment stehen [152]. Bajpai und Sohn
(1987) erweiterten das Modell auf Reaktoren mit mehreren Ru¨hrern [16]. Austausch zwischen den
Ru¨hrerstufen wurde hierbei durch Stoffstro¨me zwischen den verschiedenen zentralen Ru¨hrerkom-
partimenten implementiert.
3.2.3 Ho¨her auflo¨sende Modelle
Im zuletzt beschriebenen Ru¨hrerschlaufenmodell sind jeweils etliche Zonen (Kompartimente) zu
einem Ring verschaltet. Der Ring steht gleichzeitig fu¨r die Zirkulation u¨ber und unter dem Ru¨hrer;
deswegen wurden Austauschstro¨me zwischen verschiedenen Ru¨hrerstufen jeweils an die zentralen
Ru¨hrerkompartimente gebunden, obwohl solche Austauschvorga¨nge eigentlich weitab vom Ru¨hrer,
in der Peripherie der einzelnen Ru¨hrerstufe, stattfinden.
3.2.3.1 Mehr-Kompartiment-Modelle
Ragot und Reuß (1990) unterteilen das kleeblattfo¨rmige Zirkulationsmuster eines radial fo¨rdern-
den Ru¨hrers (vgl. linke Seite von Abbildung 3.2) in bis zu 12 Kompartimente (”Zellen“). Dies kann
vollkommen analog auf mehrstufige Ru¨hrbeha¨lter (mit mehreren Ru¨hrern auf einer vertikalen Ach-
se) angewendet werden. Der Austausch zwischen zwei Ru¨hrerstufen geschieht dann zwischen der
obersten Kompartimentreihe der unteren Ru¨hrerstufe und der untersten Kompartimentreihe der
oberen Ru¨hrerstufe.
Sinclair und Brown (1970), einen kontinuierlichen Reaktor in zwei
”
Kompartimente“ zu gliedern, von denen eines
Zu- und Ablauf besitzt, wa¨hrend das andere nur mit dem ersteren im Austausch steht [288].
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Abbildung 3.2: Links: Kleeblattfo¨rmige Zirkulationsstruktur an einem radialfo¨rdernden (Scheiben-)
Ru¨hrer (6BSR); Rechts: Struktur des Modelles von Cui et al. (1996) fu¨r eine Ru¨hrerstufe [65].
Gleichermaßen gehen Cui et al. (1996) vor [65]. Sie beschreiben mit ihrem Modell die Abha¨ngig-
keit einer Mischzeitmessung von der Wahl der Positionen fu¨r Spurstoffzugabe und kontinuierliche
Detektion. Die Modellstruktur ist im rechten Teil von Abbildung 3.2 veranschaulicht.
Ragot und Reuß (1990, s.o.) bilanzieren in ihrem Modell Flu¨ssigkeit, disperse Gasphase und
suspendierten Feststoff in jedem einzelnen Kontrollvolumen. Auch die Kombination mit einem
strukturierten metabolischen Modell wurde diskutiert [267].
3.2.3.2 Zonen-Netzwerk-Modell
Der vorstehend beschriebene Ansatz wurde inzwischen auf bis zu 30.000 Zellen (Kontrollvolu-
mina = Kompartimente) und mehr ausgedehnt [133, 189]. Zwei- und dreidimensional wurden
Spurstoffausbreitung und Feststoffsuspendierung damit behandelt [47, 195].
Die Modellparameter fu¨r die Austauschstro¨me zwischen den Kontrollvolumina wurden durch
Anpassung von Modellrechnungen an Meßergebnisse ermittelt. (Dazu wurden jeweils bestimmte
Gruppen von Zellen zusammengefaßt und mit identischen Parametern belegt.) Dieser Modellansatz
wird auch in ju¨ngster Zeit, trotz der vorherrschenden Hinwendung zur numerischen Stro¨mungs-
simulation (s.u., Abschnitt 3.3), weiter verfolgt [39]. Stro¨mungsdaten werden hierbei auch aus
vereinfachenden Ansa¨tzen (Schlaufenstro¨mung mit Ru¨hrerpumpleistung) oder semi-empirischen
analytischen Korrelation fu¨r die ortsabha¨ngigen Geschwindigkeitsfelder bezogen.
3.2.4 Zusammenfassung
Dieser Abschnitt (3.2) klassifziert verschiedene Modelle mit verteilten Parametern zur Beschrei-
bung inhomogener Ru¨hrkessel nach dem Grad ihrer ra¨umlichen Auflo¨sung. Allen Modellen ist
gemeinsam, daß sie viele Parameter zur Beschreibung der Stoff- und Austauschstro¨me zwischen
den einzelnen Kompartimenten enthalten. Diese Parameter ko¨nnen nur aus Meßwerten gewonnen
werden. Ihre U¨bertragbarkeit auf andere Apparateformen und -gro¨ßen bleibt dabei fraglich, und
damit auch die Verwendbarkeit der Modelle als Vorhersageinstrument fu¨r die Maßstabsvergro¨ße-
rung.
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Abbildung 3.3: Eine Schnittebene durch einen Ru¨hrreaktor, in der eine zweidmensionale Simulation
gerechnet werden kann. Zusa¨tzlich sind am Ru¨hrer die Positionen markiert, an denen radiale und
tangentiale Geschwindigkeitskomponenten als Ru¨hrer-Ersatz-Modell vorzugeben sind.
3.3 Stro¨mungssimulation
Eine genaue Modellierung und Vorhersage der Austausch- und Transportvorga¨nge in begasten
Ru¨hrkesselreaktoren erfordert eine detaillierte, ortsaufgelo¨ste Betrachtung. Diese beno¨tigt wiede-
rum genaue Informationen u¨ber den stro¨mungsabha¨ngigen Transport im Reaktionsraum, also u¨ber
das dreidimensionale, mehrphasige Fluid-Stro¨mungsfeld.
Diese Information, die bei guter ra¨umlicher Auflo¨sung große Datenmengen erfordert, ist nur
unter großem Aufwand meßtechnisch zu gewinnen. Vereinfachte empirische Formulierungen sind
fu¨r Voraussagen nur bedingt brauchbar. Deswegen bietet sich hier die Alternative an, mit nume-
rischer Stro¨mungssimulation detaillierte, quantitative Informationen u¨ber das Stro¨mungsbild im
Ru¨hrreaktor zu ermitteln.
Die Mehrzahl der bisher durchgefu¨hrten Arbeiten galt der Simulation einphasiger Stro¨mun-
gen in Ru¨hrkesseln, also ohne Blasenbegasung oder suspendierte Feststoffe. (Zur Simulation von
Mehrphasenstro¨mungen vgl. Abschnitt 3.4.1 [S. 47] und Abschnitt 4.3 [S. 79].)
3.3.1 Zweidimensional
Ru¨hrkessel sind in den meisten Fa¨llen axialsymmetrische Beha¨lter, in deren Rotationssymme-
trieachse die Ru¨hrerwelle liegt. Sofern keine Stro¨mungsbrecher existieren, zeigen Geometrie und
(zeitgemitteltes) Stro¨mungsfeld keinerlei Variation in Umfangsrichtung (Winkelkoordinate, auch
”azimutale Richtung“ genannt). In diesem Fall kann die Simulation auf ein zweidimensionales
Rechengebiet beschra¨nkt werden. Es werden aber trotzdem (in hoher ra¨umlicher Auflo¨sung) Ge-
schwindigkeitskomponenten in allen drei Raumrichtungen eines nunmehr zylindrischen Koordina-
tensystems berechnet.
Abbildung 3.3 zeigt ein solches zweidimensionales Rechengebiet – es entspricht genau einem
senkrechten Schnitt mittig durch den Ru¨hrbeha¨lter.
(Da die Berechnung auch fu¨r die beiden [zueinander spiegelsymmetrischen] Ha¨lften dieser Berechnungsebe-
ne identische Ergebnisse haben muß, wird die Berechnung sogar von von vornherein auf eine Halbebene
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beschra¨nkt werden, die ihre Grenze an der [senkrechten] Symmetrieachse des Ru¨hrkessels hat.)
Der Ru¨hrer ist normalerweise nicht vollsta¨ndig axialsymmetrisch – er kann also nicht geo-
metrisch in das zweidimensionale Berechnungsgebiet hinein abgebildet werden. Der Ru¨hrer wird
daher in einem sog. Ru¨hrer-Ersatz-Modell als einfaches Pumporgan aufgefaßt; es wird lediglich
in seinem Ausstro¨mbereich die Geschwindigkeit und Richtung der von ihm getriebenen Flu¨ssig-
keitsstro¨mung festgelegt. Diese Werte mu¨ssen hierfu¨r i.d.R. meßtechnisch oder aus detaillierteren
Stro¨mungssimulationen bestimmt werden [114].10
Abbildung 3.3 zeigt, wo im Ausstro¨mgebiet eines radial fo¨rdernden Scheibenru¨hrers z.B. radia-
le und tangentiale Geschwindigkeiten (bzw. axiale Profile dieser Geschwindigkeitskomponenten)
in das Rechengebiet einbeschrieben werden ko¨nnen.11 Druck und axiale (senkrechte) Geschwindig-
keitskomponente an dieser Stelle sowie die gesamte Stro¨mung im Rest des Reaktors werden dann
von der numerischen Stro¨mungssimulation vorausgesagt. — Fu¨r einen axial nach unten fo¨rdernden
Ru¨hrer wu¨rde man axiale und tangentiale Geschwindigkeitskomponenten auf einer radialen Linie
unter dem Ru¨hrer (in seinem unmittelbaren Auswurfbereich) festlegen.
Zweidimensionale (und stationa¨re) Berechnungen erfordern im Vergleich mit allen anderen
Methoden (s.u.) die geringste Rechenleistung und den wenigsten Arbeitsspeicher. Deswegen stan-
den sie im Anfang der Entwicklung [117, 279, 315]. Auch spa¨ter wurden sie oft eingesetzt, wenn
auf der Grundlage der gewonnenen Stro¨mungsdaten weitere Pha¨nomene modelliert werden soll-
ten [43, 225, 259, 279]. Dies wird in Abschnitt 3.4.2 (Seite 49) beschrieben.
Stro¨mungsbrecher. Reale Reaktoren enthalten ha¨ufig Stro¨mungsbrecher, um die Ausbildung
einer Trombe zu vermeiden. Ihr Effekt kann in einer zweidimensionalen Simulation als Impulssenke
nahe der Reaktorwand modelliert werden. Gema¨ß Gleichung D.1 - 2 (Seite 197) kann eine Wider-
standskraft fu¨r die Umstro¨mung eines Ko¨rpers definiert werden; dieses Gesetz wurde angewendet
und ein empirischer Wert fu¨r den Widerstandskoeffizienten Cw eingesetzt [117, 191].
3.3.2 Dreidimensional
Die Inhomogenita¨ten innerhalb geru¨hrter Reaktoren bestehen aber nicht nur in Form von axia-
len und radialen Gradienten; auch in Umfangsrichtung existieren ha¨ufig erhebliche Variationen
des Stro¨mungsfeldes und der davon abha¨ngigen Austausch- und Transportvorga¨nge. (Z.B. bilden
sich hinter Stro¨mungsbrechern ha¨ufig Rezirkulationszonen mit hoher lokaler Fluidverweilzeit aus;
dies wirkt einer schnellen und effizienten Vermischung im Reaktor entgegen.) Die Reduktion der
Stro¨mungssimulation bewehrter Ru¨hrkessel auf zwei Dimensionen ist eine erhebliche Vereinfachung.
Sie ergibt daher nur relativ grobe Na¨herungen im Vergleich mit Meßwerten [22].
Eine genaue Beschreibung der Vorga¨nge im Ru¨hrkessel erfordert also eine ortsaufgelo¨ste Be-
trachtung in allen drei Raumrichtungen. Dies erfordert natu¨rlich wesentlich mehr diskrete Vo-
lumenelemente (”Zellen“, s. Abschnitt 4.2.5.2, auf Seite 77) und somit gro¨ßere Rechner. Die
Stro¨mungsbrecher ko¨nnen aber nun geometrisch direkt im Rechengebiet abgebildet werden, so
daß auch die Stro¨mungsstrukturen in ihrer Umgebung korrekt vorausgesagt werden ko¨nnen. So-
wie es technisch mo¨glich war, wurden die Simulationen deswegen auf drei Dimensionen ausge-
dehnt [201, 293].
Die Auswirkung des Ru¨hrers wird weiterhin ha¨ufig u¨ber ein Ru¨hrer-Ersatz-Modell in die Simu-
lation eingepra¨gt, wie im vorigen Abschnitt (3.3.1) dargestellt. Wegen der hohen Vermischungs-
intensita¨t am Ru¨hrer wurde es fu¨r wesentlich wichtiger befunden, ra¨umliche Gradienten an den
10Weitere Details zu verschiedenen Formen des Ru¨hrer-Ersatz-Modells diskutiert Abschnitt 3.3.3, auf Seite 42.
11Dies entspricht genau der Festlegung von Randbedingungen an den Ra¨ndern des Berechnungsgebietes; dieser
Ausdruck erscheint daher ha¨ufig als Beschreibung fu¨r Ru¨hrer-Ersatz-Modelle.
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Stro¨mungsbrechern korrekt vorherzusagen. Fu¨r einen radial fo¨rdernden (Scheiben-) Ru¨hrer wur-
den radiale und tangentiale Geschwindigkeit auf einer den Ru¨hrer umgebenden Zylindermantel-
fla¨che festgelegt; fu¨r einen axial fo¨rdernden (z.B. Propeller-) Ru¨hrer wurden axiale und tangentiale
Geschwindigkeitskomponente auf einer Kreisscheibe u¨ber oder unter dem Ru¨hrer (jeweils im Aus-
wurfbereich des Ru¨hrers) vorgeschrieben.
3.3.3 Ru¨hrer-Ersatz-Modelle
In den vorigen Abschnitten wurde bereits beschrieben, wo welche Geschwindigkeitskomponenten
als Ru¨hrer-Ersatz-Modell in Simulationen einbeschrieben werden ko¨nnen. Fu¨r die Simulation tur-
bulenter Stro¨mungen mu¨ssen an dieser Stelle zusa¨tzlich ”Randbedingungen“ fu¨r die Modellgro¨ßen
des Turbulenzmodelles (z.B. k und ) vorgegeben werden [331]. Deren Ermittlung aus Meßwerten
ist aufwendig (k) bzw. nur u¨ber vereinfachende Annahmen mo¨glich (: u¨ber vereinfachte Turbu-
lenzbeschreibung aus k abgeleitet).
Simulationen mit Ru¨hrer-Ersatz-Modell sind immer stationa¨r Sa¨mtliche Gro¨ßen fu¨r die Ver-
wendung im Ru¨hrer-Ersatz-Modell mu¨ssen daher vollsta¨ndig u¨ber die Zeit bzw. in Umfangsrich-
tung gemittelt werden. Das ist, insbesondere bei Turbulenzgro¨ßen, nicht trivial. Hier stellt sich
na¨mlich die Frage, inwieweit das periodische Schwanken der Geschwindigkeiten im Takt der passie-
renden Ru¨hrerbla¨tter (sog. Pseudoturbulenz) in die Turbulenzrandbedingungen einbezogen werden
soll. Dies wird von verschiedenen Autoren unterschiedlich gehandhabt.
Es wurden auch verschiedene Alternativen zu dem Festlegen von Geschwindigkeitskomponenten
im Ausstro¨mgebiet des Ru¨hrers bearbeitet:
3.3.3.1 Strahlstro¨mungsmodell
Kresta und Wood ersetzten die Meßdaten durch ein analytisches Modell fu¨r eine tangentiale
und radiale, scheibenfo¨rmige Strahlstro¨mung. Dieses sagt, mit empirischen Parametern, Profile
fu¨r die einzelnen Geschwindigkeitskomponenten und die Turbulenzparameter im Ausstro¨mbereich
des Ru¨hrers voraus [160].12 Diese ko¨nnen dann in der numerischen Stro¨mungssimulation als Rand-
bedingungen am Ru¨hrer vorgegeben werden.
Ein a¨hnliches Modell wurde von Ju et al. (1990) [143] beschrieben13 und auch in ju¨ngerer
Zeit verwendet [138, 139, 140]. Dabei wurde ein modifiziertes Turbulenzmodell von Chen und
Kim verwendet (s. Abschnitt 4.2.4.1, auf Seite 73). Das k,-Modell war fu¨r zu ungenau befunden
worden, was aber vor allem an Schwa¨chen des Strahlstro¨mungsmodelles bei der Vorhersage der
Turbulenzproduktion lag.
3.3.3.2 Impulsformulierung
Ein anderer Weg ist, nicht Geschwindigkeiten vorzuschreiben, sondern die Impulsu¨bertragung vom
Ru¨hrer auf das geru¨hrte Fluid vorzugeben. Aus einem Widerstandsgesetz fu¨r die Umstro¨mung
von Ko¨rpern ergibt sich, zusammen mit Ru¨hrergeometrie, Drehzahl und Stoffparametern, eine
Impulsquelle einschließlich Richtung. Diese kann als Ru¨hrerersatzmodell eingesetzt werden [68,
12Die enthaltenen empirischen Parameter machen auch dieses Verfahren abha¨ngig von Experimenten.
13In Ru¨hrersatzmodellen empfiehlt sich u.U. die Einbeziehung der Pseudoturbulenz (vgl. Abschnitte 4.1.1.2 [S. 55]
und 3.3.3) in die vorgegebenen Ru¨hrerrandbedingungen; damit dieser Ansatz optimale Ergebnisse liefern kann,
fu¨hrten Ju et al. (1990) [143] eine gewisse Anisotropie in das k,-Modell ein: Sie machten die Dispersionskoeffizienten
ΓΦ (bzw. die turbulenten Prandtl- und Schmidtzahlen ςΦ; s. Abschnitt 4.2.3.1, auf Seite 71) im Ausstro¨mbereich
des Ru¨hrers abha¨ngig von der Raumrichtung. Dieser Schritt wurde aber von den zitierenden Arbeiten [138, 139, 140]
nicht wieder aufgegriffen.
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242, 243]. (Vgl. die Beschreibung von Stro¨mungsbrechern als Impulssenken in Abschnitt 3.3.1, auf
Seite 41.) Dieses Modell wurde von Xu und McGrath eingesetzt; sie erkla¨ren die Herkunft der
analytischen Beschreibung aus der Aerodynamik [330].
Eine weitere Literaturu¨bersicht u¨ber Stro¨mungssimulationen mit Ru¨hrerersatzmodellen geben
Kresta und Wood (1991) [160].
3.3.3.3 Ergebnisse
Mit Ru¨hrer-Ersatz-Modellen wurden, seit der Pionierarbeit von Middleton (1986) [201], bis
in ju¨ngste Zeit viele Simulationen erfolgreich durchgefu¨hrt [19, 22, 253]. Es wird berichtet, daß,
im Vergleich mit Meßwerten, die zeitgemittelten Stro¨mungsgeschwindigkeiten gut vorhergesagt
werden; die Turbulenzenergie und -dissipationsrate im freien Flu¨ssigkeitsvolumen (weitab vom
Ru¨hrer) werden aber meistens zu gering vorausgesagt [67]. (Dies gilt offensichtlich nicht [immer]
fu¨r axial fo¨rdernde Ru¨hrer [Propeller] [251].)
Es wurden aber auch Fehler in vorausgesagten Stro¨mungsfeldern gefunden; in [67] und [114]
wird von einer Rotation entgegen der Ru¨hrerdrehrichtung in großen Teilen des Reaktorinhalts be-
richtet. Andere Autoren erkla¨ren die ra¨umlichen Profile der Energiedissipationsrate fu¨r realistisch;
sie schlagen aber die Multiplikation der Daten mit einem konstanten Korrekturfaktor vor, um
optimalen Nutzen aus der Stro¨mungssimulation ziehen zu ko¨nnen [281].
3.3.3.4 Grenzen des Ru¨hrer-Ersatz-Modells
Die Voraussage zu geringer Turbulenzwerte (s. Abschnitt 3.3.3.3) zeigt die klare Limitierung der
Ru¨hrer-Ersatz-Modelle: Turbulenz entsteht direkt am Ru¨hrer, lokal an jedem einzelnen Ru¨hrer-
blatt. Dies kann ein zeitlich und damit in Rotationsrichtung gemitteltes Ru¨hrer-Ersatz-Modell
nicht enthalten. Selbst wenn die ins Modell eingepra¨gten Turbulenzwerte noch die periodische
Pseudoturbulenz enthalten (vgl. Abschnitt 4.1.1.2 [S. 55]), kann die lokale Persistenz und ra¨umliche
Ausbreitung der Turbulenz im Stro¨mungsgebiet nicht korrekt vorausgesagt werden.
Die mangelhaften Ergebnisse werden oftmals auf mangelhafte Turbulenzmodellierung zuru¨ck-
gefu¨hrt; es werden neue Turbulenzgro¨ßen14 oder neue Terme in alten Gleichungen (s. Ab-
schnitt 4.2.4.1, auf Seite 73) eingefu¨hrt, um bessere U¨bereinstimmung der Simulationsergebnis-
se mit experimentellen Werten zu erreichen. All diese Verbesserungsversuche haben aber wenig
Sinn, wenn die Turbulenzerzeugung am Ru¨hrer nicht genauer erfaßt wird (vgl. Abschnitt 4.2.4,
auf Seite 72).
Weiterhin wurde die Anisotropie der Turbulenz angefu¨hrt und die Anwendung entsprechen-
der Turbulenzmodelle (s. Abschnitt 4.2.4.2, auf Seite 73) fu¨r vorteilhaft befunden [7]. Dies kann
aber wenig sinnvoll sein, wenn am Ru¨hrer, wo diese Anisotropie am ho¨chsten sein muß (vgl. Ab-
schnitt 4.1.1.1, auf Seite 54), Stro¨mungsdaten eines Ersatzmodells eingesetzt werden, die nur Tur-
bulenzwerte fu¨r isotrope Turbulenz (k und ) enthalten.
3.3.4 Direkte Ru¨hrersimulation
Die im vorigen Abschnitt diskutierten Ru¨hrer-Ersatz-Modelle haben signifikante Ma¨ngel, die ge-
naue Stro¨mungsbeschreibungen kaum mo¨glich machen. Außerdem erfordern sie generell gewisse
empirische Information (Geschwindigkeits- und Turbulenzdaten oder zumindest Modellparame-
ter). Echte Voraussagen sind hiermit also nicht machbar.
14Es wurde z.B. das gewo¨hnliche k,-Modell um eine dritte Gleichung, zur Beachtung der Pseudoturbulenz, erwei-
tert [245].
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Deswegen ist es erstrebenswert, die vom Ru¨hrer getriebene Stro¨mung einzig auf Grund seiner
Geometrie und Drehzahl sowie der relevanten Fluideigenschaften vorauszusagen. Dazu muß der
Ru¨hrer direkt geometrisch im Berechnungsgebiet abgebildet werden.
3.3.4.1 Unbewehrte Kessel
Im einfachen Fall eines unbewehrten Reaktors (ohne Stro¨mungsbrecher) kann solch eine dreidi-
mensionale direkte Ru¨hrersimulation ohne weiteres ausgefu¨hrt werden. Durch U¨bertragen in ein
rotierendes Bezugssystem erha¨lt man einen stationa¨ren Zustand als Gegenstand der Simulation.15
In diesem rotierenden Bezugssystem mu¨ssen lediglich Coriolis- und Zentrifukalkra¨fte sowie die
relative Bewegung der (eigentlich feststehenden) Beha¨lterwand beru¨cksichtigt werden [81].
Dies wurde (z.B.) fu¨r große Ankerru¨hrer durchgefu¨hrt, die zur Durchmischung hochviskoser
Flu¨ssigkeiten in unbewehrten Gefa¨ßen eingesetzt werden [2]. Die Bedeutung dreidimensionaler
Berechnungen wird hier vor allem fu¨r die Voraussage des Durchmischungsverhaltens ausdru¨cklich
betont. Eine andere Arbeit benutzt diese Methode, um den Wa¨rmeu¨bergang von einem beheizten
Ru¨hrer auf eine geru¨hrte Flu¨ssigkeit vorauszusagen [191]. Validierungsexperimente zeigten, trotz
eines relativ groben Diskretisationsgitters, eine hohe Qualita¨t der Voraussagen.
3.3.4.2 Innen und Außen
In Ru¨hrbeha¨ltern mit Stro¨mungsbrechern sind zusa¨tzliche Schritte notwendig, um eine direk-
te (geometrische) Ru¨hrersimulation zu ermo¨glichen. Der einfachste Weg ist, in einem mit dem
Ru¨hrer rotierenden Bezugssystem die Schikanen durch ein Schikanen-Ersatz-Modell na¨herungs-
weise auszudru¨cken. Dabei werden ihre Auswirkungen zeitlich und in Umfangsrichtung gemittelt
(”verschmiert“ [67, 114]; vgl. auch den letzten Absatz in Abschnitt 3.3.1 auf Seite 41).
Solch eine Simulation ermo¨glicht, das Stro¨mungsfeld in der Na¨he des Ru¨hrers genau vorauszu-
sagen, und ihr Ergebnis kann die notwendigen Daten fu¨r ein Ru¨hrer-Ersatz-Modell liefern. Dessen
Anwendung ergibt dann ein verbessertes Bild der Stro¨mung an den Stro¨mungsbrechern; die Er-
gebnisse ko¨nnen dann als verbessertes Schikanen-Ersatz-Modell in eine (erneute) Simulation des
Ru¨hrers eingebracht werden [116].
Diese abwechselnde Simulation von Ru¨hrer und Schikanen heißt “inner–outer”-Methode. Sie
setzt voraus, daß dort, wo die Ergebnisse eines Rechenschrittes als Randbedingungen in den an-
deren eingesetzt werden, die Stro¨mung nicht in Umfangsrichtung variiert.16 Alternativ ko¨nnen
die Daten dort, wo sie als Randbedingungen fu¨r den jeweils ”anderen“ Schritt dienen sollen, in
Umfangsrichtung (azimutal) gemittelt werden [46].
3.3.4.3 Pseudostationa¨re Methode
Eine Abwandlung der inner–outer -Methode ist, die Berechnungen in den Teilbereichen simultan
zu fu¨hren. An einer Grenzfla¨che zwischen den beiden Bezugssystemen (rotierendes inneres und
stationa¨res a¨ußeres) wird die korrekte Verbindung hergestellt, d.h. die Rotationskomponente wird
jeweils addiert oder substrahiert.
Fu¨r eine solche Berechnung werden Ru¨hrer und Stro¨mungsbrecher in einem einzigen Rechengitter dis-
kretisiert; die Grenze zwischen rotierendem und fest stehendem Bezugskoordinatensystem wird so gelegt,
15Die Simulation stationa¨rer Zusta¨nde ist, nach Mo¨glichkeit, gegenu¨ber der numerischen Beschreibung instati-
ona¨rer Vorga¨nge zu bevorzugen; letztere erfordert na¨mlich eine Vielzahl diskreter Zeitschritte, wobei fu¨r jeden
solchen Schritt fast der gesamte Rechenaufwand einer eigenen numerischen Simulation aufzubringen ist.
16Dies bedeutet gleichzeitig, daß die Stro¨mung an diesen Ra¨ndern auch von der Zeit unabha¨ngig konstant ist.
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daß alle diskretisierten Einbauten im sie jeweils direkt umgebenden Bezugssystem fest stehen. An der Gren-
ze zwischen den Bezugssystemen nimmt man an, daß die Stro¨mung weder zeitlich noch in Umfangsrichtung
entlang der Grenzfla¨che variiert.
Die mo¨glicherweise erste Simulation dieser Art, durch Takeda im Jahre 1993, ist in einem
Literaturu¨berblick in [214] zitiert. Eine eigene Vero¨ffentlichung aus demselben Jahr zitieren Luo
et al. in einer wiederum vielzitierten Arbeit [182].
Spa¨ter wurde zuna¨chst eine Untersuchung im laminaren Bereich vero¨ffentlicht [116]. Darin wird
betont, daß fu¨r diese Methode eine hohe ra¨umliche Auflo¨sung des Diskretisationsgitter notwendig
ist, um U¨bereinstimmung mit Meßwerten zu erreichen.
Wenig spa¨ter wurde auch eine weitere Simulation turbulenter Stro¨mung beschrieben [252]; die
Ergebnisse wurden Meßwerten gegenu¨bergestellt. Die Methode wurde hier auch als ”Momentauf-
nahme“ bezeichnet – im Idealfall entspricht ihr Ergebnis tatsa¨chlich einer Momentaufnahme aus
dem realen Ru¨hrvorgang bei einer bestimmten Ru¨hrerstellung.
3.3.4.4 Umfangsmittelung
An den Bla¨ttern eines Scheibenru¨hrers ha¨ngen Turbulenzschleppen, die weit u¨ber den Außenra-
dius der Bla¨tter hinausragen. Wenn der Ru¨hrer groß ist, ko¨nnen die Wirbelschleppen bis an die
Stro¨mungsbrecher reichen. In diesem Fall ist die o.g. Voraussetzung fu¨r die pseudostationa¨re Me-
thode nicht mehr erfu¨llt: An der Grenze zwischen den beiden Bezugssystemen ist die Stro¨mung
nicht mehr unabha¨ngig vom Winkel.
In manchen, weniger drastischen Fa¨llen kann diese Tatsache ignoriert werden. Dadurch, daß
der Ru¨hrer im Modell feststeht, ragen dann Turbulenzwirbel an den Blattspitzen des Ru¨hrers lokal
in den Raum zwischen den Schikanen, obwohl sie im Realfall durch die Ru¨hrerrotation u¨ber den
gesamten Winkel verteilt werden. Hier kann das Modell verbessert werden, indem man an der
Grenzfla¨che zwischen den beiden Bezugssystemen zusa¨tzlich u¨ber den gesamten Raumwinkel in
azimutaler (Umfangs-) Richtung mittelt.17
3.3.4.5 Instationa¨re Lo¨sung
Wenn der Ru¨hrer bei seiner Rotation sehr nahe an den Stro¨mungsbrechern entlangstreicht, wird
eine pseudostiona¨re Stro¨mungssimulation auch mit der Umfangsmittelung (s. vorigen Abschnitt)
unrealistisch. In diesem Fall kann nur noch eine voll instationa¨re Simulation die Realita¨t be-
schreiben [304]. Hierbei wird das innere Teilgitter in kleinen Zeitschritten gegenu¨ber dem a¨ußeren
verdreht (Methode der “sliding meshes”); fu¨r jeden einzelnen Zeitschritt wird anschließend jeweils
das gesamte Stro¨mungsfeld, ausgehend vom Ergebnis des vorigen Zeitschrittes, neu berechnet.
(Einige Details zur praktischen Ausfu¨hrung dieser aneinander ”abgleitenden Gitter“ [engl.:
“sliding meshes”] werden im Anhang behandelt; s. Abschnitt E.3.1, auf Seite 207.)
3.3.4.6 Ergebnisse
Die pseudostiona¨re Methode sagt teilweise zu geringe Wert fu¨r die entstehende Turbulenz vor-
aus [67, 114]. Die Geschwindigkeitsfelder zeigen gute U¨bereinstimmung mit Meßdaten [252]; auch
hier ist aber die Umkehr der Drehrichtung in Teilen des Stro¨mungsfeldes zu beobachten. Es wur-
de bereits erwa¨hnt, daß gute Modellvoraussagen ziemlich feine Diskretisationsgitter voraussetzen
(s. Abschnitt 3.3.4.3).
17Diese Methode wird in der vorliegenden Arbeit fu¨r (pseudo-) stationa¨re Stofftransportberechnungen angewendet
(vgl. Abschnitt 5.4.4.1, auf Seite 114).
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Diesbezu¨glich weniger anspruchsvoll ist die voll instationa¨re Methode, die aber wegen der
Berechnung vieler Zeitschritte trotzdem ein Vielfaches an Rechenzeit erfordert. Die Voraussagen
fu¨r das Stro¨mungsfeld sind gewo¨hnlich besser als mit den anderen Methoden, Turbulenzwerte
werden jedoch ebenfalls zu gering berechnet. Die Abweichung von der Realita¨t ist aber geringer
als mit der pseudostationa¨ren Lo¨sung.
Auch die direkte Ru¨hrersimulation zeigt ihre Schwa¨chen am ehesten in der Vorhersage von Tur-
bulenz – laminare Berechnungen sind bereits sehr zufriedenstellend. Insbesondere fu¨r die Entwick-
lung neuer Ru¨hrerformen liegt hier großes Potential [18]. Die Abweichungen der Turbulenzgro¨ßen
in turbulenten Berechnungen von der Realita¨t treten i.d.R. nur lokal auf und wurden bereits genau
untersucht [137].
3.3.4.7 Ausblick
Mit feinen Gittern und konventionellen (k,-) Turbulenzmodellen ko¨nnen bereits viele Details der
Stro¨mung und der Turbulenzbildung am Ru¨hrerblatt aufgelo¨st werden, wie neuere Arbeiten von
Ng et al. [219], Tabor et al. [304] sowie Durst, Ho¨fken und Scha¨fer [132, 275] zeigen.
Die Isotropieannahme (vgl. Abschnitt 4.2.2.2, auf Seite 68) und andere Eigenschaften des
k,-Modells beschra¨nken die Genauigkeit. Vor allem im Ru¨hrerbereich ist die Stro¨mung eindeu-
tig anisotrop [171]18; hier ist die Verwendung spezieller Turbulenzmodelle von Vorteil (s. Ab-
schnitt 4.2.4.2, auf Seite 73).
Weitere Fortschritte sind mit mehr Rechenleistung, feineren Gittern und direkter Turbulenz-
simulation (Abschnitt 4.2.4.3, auf Seite 74) zu erwarten.
3.3.5 Zusammenfassung
Dieser Abschnitt (3.3) klassifziert verschiedene Methoden zur numerischer Simulation der ein-
phasigen (Flu¨ssigkeits-) Stro¨mung in geru¨hrten Beha¨ltern. Ausgehend von der Axialsymmetrie
unbewehrter Beha¨lter werden vereinfachende, zweidimensionale Darstellungen eingefu¨hrt. Die hier
beno¨tigten Ru¨hrer-Ersatz-Modelle werden auch in dreidimensionalen Simulationen ha¨ufig einge-
setzt, da Inhomogenita¨ten auf Grund von Rezirkulationszonen und Totwassergebieten vor allem
an den Stro¨mungsbrechern Bedeutung haben. Genaue Vorhersagen der Stro¨mung im Ru¨hrkessel
lassen sich aber nur mit der direkten, geometrischen Ru¨hrersimulation gewinnen, die in gewissen
Fa¨llen als pseudostationa¨re Simulation ausgefu¨hrt werden kann, wa¨hrend in anderen Fa¨llen (große
Ru¨hrer, deren Bla¨tter nahe an den Stro¨mungsbrechern vorbeistreichen) nur rechenaufwendige in-
stationa¨re Simulationen korrekte Ergebnisse produzieren ko¨nnen.
3.4 Weitergehende Simulation
Im vorigen Abschnitt (3.3, auf Seite 40) wurden Vero¨ffentlichungen zur Simulation einphasiger
Stro¨mungen in Ru¨hrbeha¨ltern behandelt. Daneben sind auch bereits Arbeiten zur Simulation der
mehrphasigen Stro¨mung u.a. in begasten Ru¨hrkesseln vero¨ffentlicht worden. Diese sollen im folgen-
den klassifiziert und beschrieben werden. — Außerdem wurden einige Simulationen mittlerweile
auch auf die Beschreibung weiterer Austausch- und Transportvorga¨nge ausgedehnt; auch diese
Arbeiten sollen in diesem Abschnitt zitiert werden.
18Auch andere Arbeiten zeigen vermeintlich die Anisotropie der Turbulenz in Ru¨hrerna¨he [186]; diese Daten
enthalten aber ein erhebliches Maß an Pseudoturbulenz (s. Abschnitt 4.1.1.2, auf Seite 55) und sind deswegen
diesbezu¨glich nicht verwertbar.
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3.4.1 Mehrphasenstro¨mung
3.4.1.1 Schlupfmodelle
Der einfachste Weg, die getrennten Geschwindigkeitsfelder von Flu¨ssigkeit und Gasphase in be-
gasten Ru¨hrkesseln zu berechnen, ist die Annahme einer konstanten und einheitlichen Relativ-
geschwindigkeit zwischen Gas und Flu¨ssigkeit auf Grund des Auftriebes. Es braucht dann nur
noch die Flu¨ssigkeitsstro¨mung berechnet zu werden, aus der man durch U¨berlagerung mit der
festgelegten Relativgeschwindigkeit das (mittlere) Geschwindigkeitsfeld fu¨r die Gasphase erha¨lt.
Stoffeigenschaften (z.B. Dichte, Viskosita¨t) werden, nach den lokaln Phasenvolumenanteilen ge-
wichtet, u¨ber die Phasen lokal gemittelt.
Diese Technik wurde vor allem in den ersten, sa¨mtlich zweidimensionalen Simulationen der
Zweiphasenstro¨mung in begasten Ru¨hrkesseln angewendet. Tra¨g˚ardh fu¨hrte bereits 1988 eine
solche Stro¨mungssimulation fu¨r beide Phasen durch; darauf aufbauend entwickelte er ein vollsta¨ndi-
ges, ortsauflo¨sendes Modell fu¨r Stofftaustausch, -transport und -verbrauch in einem biotechno-
logischen Prozeß [225, 315]. Er verwendete ein zweidimensionales Ru¨hrer-Ersatz-Modell fu¨r die
Flu¨ssigkeitsstro¨mung; Schikanen wurden als Impulssenke in Wandna¨he eingefu¨hrt. Die fu¨r die
Schlupfgeschwindigkeit bestimmende (mittlere) Blasengro¨ße wurde als Anpaßparameter so einge-
stellt, daß mit einer bekannten Korrelation fu¨r die Blasenaufstiegsgeschwindigkeit [61] im Modell
korrekte (Literatur-) Werte fu¨r den integralen Gasvolumenanteil vorausgesagt werden.19
Vereinfachungen. Reuß et al. (1994) fu¨hrten stark vereinfachte Stro¨mungssimulationen
durch, um lediglich eine Grundlage zu produzieren, mit der die weitreichende Anwendbarkeit
der Stro¨mungsdaten gezeigt werden sollte [259, 279].20 Sie setzten fu¨r die Blasen eine konstante
relative Aufstiegsgeschwindigkeit von 0,2 ms an und erhielten damit verwendbare Daten fu¨r den
lokalen Gasanteil im Reaktor; diese wurden weiterverwendet, wie in Abschnitt 3.4.2 (Seite 49)
beschrieben.
Entkopplung. Bei sehr kleinem Volumenanteil der (dispersen) Gasphase im Reaktor kann de-
ren Einfluß auf die Stro¨mung der kontinuierlichen (flu¨ssigen) Phase vernachla¨ssigt werden. So-
mit zerlegte eine Arbeitsgruppe die Simulation der Zweiphasenstro¨mung in zwei Teile: Zuna¨chst
wurde (mit einem zweidimensionalen Ru¨hrer-Ersatz-Modell) die Flu¨ssigkeitsstro¨mung berechnet;
anschließend wurde, ohne Ru¨ckwirkung auf die errechneten Daten, die Stro¨mung der dispersen
Gasphase berechnet [78, 79]. Dabei wurde eine lokal einheitliche Blasengro¨ße angenommen (mo-
nodisperse Gasphase), wobei aber turbulenzabha¨ngig Blasenkoaleszenz und -desintegration formu-
liert und eingerechnet wurden.
Lokale Blasengro¨ße. Auch Bakker et al. (1994) gru¨ndeten Ihr Vorgehen auf die Annahme, daß
die disperse Gasphase nur eine leicht beschreibbare Ru¨ckwirkung auf die Flu¨ssigkeit hat [21]: Zuerst
wurde (mit dem kommerziellen Softwarepaket FLUENT) die Flu¨ssigkeitsstro¨mung berechnet [22].
Weiterhin wurde gezeigt, daß die Geschwindigkeiten der Flu¨ssigkeit im begasten Reaktor linear mit
dem Leistungseintrag abfallen [20] (vgl. Abschnitt 2.2.6, auf Seite 20). Dementsprechend wurden
alle (in FLUENT berechneten) Geschwindigkeiten um den Faktor gemindert, um den die Begasung
den gemessenen Leistungseintrag im Experiment reduzierte. (In gleicher Weise wurden auch die
19Solch eine Methode schra¨nkt generell den pra¨diktiven Charakter eines Modells ein; Deckwer (1988) diskutierte
und rechtfertigte prinzipiell diesen allgemein u¨blichen Weg [70].
20In der Berechnung der Flu¨ssigkeitsstro¨mung ersetzten sie beispielsweise die Verwendung eines Turbulenzmodells
durch die Annahme einer ortsunabha¨ngig konstanten Wirbelviskosita¨t µt.
48 KAPITEL 3. LITERATURU¨BERSICHT
berechneten Felder fu¨r die Turbulenzparameter mit dem integral bestimmten Korrekturfaktor
angepaßt.)
Im so ”kalibrierten“ Stro¨mungsfeld wurde dann die Stro¨mung der (dispersen) Gasphase berech-
net. Dabei wurde auch hier eine lokal einheitliche Blasengro¨ße angenommen, die von turbulenz-
abha¨ngiger Koaleszenz und Blasenzerteilung abhing. Dafu¨r wurde nehmen dem relativen Gasvo-
lumenanteil die Blasenanzahldichte als zusa¨tzliche, ra¨umlich verteilte Bilanzgro¨ße eingefu¨hrt [21].
Die turbulenzbedingte Dispersion (”Diffusion“) der Blasen in der Flu¨ssigkeit wurde analog zur ki-
netischen Gastheorie unter Verwendung einer mittleren freien Wegla¨nge beschrieben. Das Modell
wurde auch fu¨r geru¨hrte Feststoffsuspensionen validiert [17].
3.4.1.2 Euler/Euler-Modell
Gosman et al. vero¨ffentlichten bereits 1992 die Verwendung eines echten Euler/Euler-Modells
in einer, zudem dreidimensionalen, Mehrphasen-Stro¨mungs-Simulation [106]. Die disperse Phase
wurde als monodispers angenommen; es wird aber betont, daß das Modell prinzipiell auf beliebig
viele Phasen bzw. Gro¨ßenklassen einer Phase ausgedehnt werden ko¨nne. Das Turbulenzmodell
wurde na¨herungsweise auf zwei Phasen erweitert. Die Wirkung des Sechs-Blatt-Scheiben-Ru¨hrers
wurde auch in dieser dreidmensionalen Simulation durch ein Ru¨hrer-Ersatz-Modell angena¨hert.
Turbulenzmodellierung. Ein echtes Euler/Euler-Modell, mit getrennten Impulsgleichun-
gen fu¨r beide Phasen, wurde auch 1996 von Morud et al. in einer zweidimensionalen Simulation
verwendet [214]. Ru¨hrer und Schikanen wurden durch Ersatzmodelle angena¨hert. Das (k,-) Turbu-
lenzmodell wurde nur auf die kontinuierliche Flu¨ssigkeitsphase angewendet, wobei aber zusa¨tzliche
Terme fu¨r die kinetische Energie ungeordneter Blasenbewegungen einbezogen wurden. 21 Die Im-
pulsu¨bertragung von den Blasen auf die Flu¨ssigkeit wurde eingerechnet. 22 Die Ergebnisse wurden
eigenen Messungen in einem koaleszenzgehemmten Stoffsystem gegenu¨bergestellt.
Skaliertes REM. Ein a¨hnliches Verfahren wurde auch von Jenne et al. beschrieben [139, 140].
Sie verwendeten ein Strahlstro¨mungsmodell fu¨r den Ru¨hrer (vgl. Abschnitt 3.3.3.1, auf Seite 42).
Nach einer zitierten experimentellen Untersuchung [20] fallen im begasten Ru¨hrkessel die Ge-
schwindigkeitskomponenten am Ru¨hrer linear mit dem Leistungseintrag. Dies wurde entsprechend
auf die (vom Strahlstro¨mungsmodell abgeleiteten) Geschwindigkeiten am Ru¨hrer angewendet, die
als Randbedingungen in die Mehrphasenstro¨mungssimulation eingingen. Es wurde ein modifziertes
Turbulenzmodell von Chen und Kim verwendet (s.a. Abschnitt 4.2.4.1, auf Seite 73), dessen An-
wendung auf die kontinuierliche Phase beschra¨nkt blieb. Zur Validierung wurde der vorausgesagte
integrale Gasgehalt mit Literaturwerten verglichen.
3.4.1.3 Euler/Lagrange-Modell
Sehr wenige Arbeiten zeigen die Anwendung des Euler/Lagrange-Modells auf begaste Ru¨hr-
kessel. Die Euler/Lagrange-Methode zerlegt die Mehrphasenstro¨mung in eine Kontinuums-
stro¨mung und diskrete Partikelbahnen fu¨r die disperse Phase (s. Abschnitt 4.3.3 auf Seite 81). In
einer zweidimensionalen Simulation wurde 1988 die Scherbelastung von Pflanzenzellen in einem
21Die Autoren erwa¨hnen die Mittelung nach le Favre; in [106] (vgl. Abschnitt 3.4.1.2) wird diese Technik kompres-
siblen Stro¨mungen zugeordnet und eine analoge Methode fu¨r inkompressible Stro¨mung beschrieben und verwendet.
22Eine zusa¨tzliche Turbulenzerzeugung (in der kontinuierlichen Phase) durch die Umstro¨mung der aufsteigenden
Blasen wird nicht beru¨cksichtigt, ko¨nnte aber (Zitat) in die Gleichungen integriert werden. Der Anteil dieser Tur-
bulenzproduktion wird aus Zitaten zwischen 2% und 75% angegeben. Der untere Wert erscheint aber angesichts der
intensiven Turbulenzerzeugung an einem Ru¨hrer wesentlich wahrscheinlicher als der obere.
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Ru¨hrreaktor untersucht [43]. Es wurden Gasblasentrajektorien fu¨r unterschiedliche Blasengro¨ßen
berechnet, wobei auch stochastische Turbulenzeinflu¨sse eingingen. Der Impulsu¨bergang von den
Blasen auf die Flu¨ssigkeit wirkte sich im Modell sichtbar auf das Geschwindigkeitsprofil fu¨r die
kontinuierliche Phase aus.
Dreidimensional. Patterson [239] benutzte ein Ru¨hrer-Ersatz-Modell fu¨r eine dreidimensio-
nale Simulation der Flu¨ssigkeitsstro¨mung in einem Ru¨hrkessel mit radial fo¨rderndem Scheibenru¨h-
rer. Im errechneten (dreidimensionalen) Stro¨mungsfeld wurde dann mit der Euler/Lagrange-
Methode, in Form diskreter Blasenbahnen, das Verhalten der partikula¨ren Gasphase vorausgesagt.
Aus den Blasenbahnen wurden lokale Gasvolumenanteile bestimmt, und es wurde von Vorstudien
zur Simulation des Stoffu¨bergangs zwischen Blase und Flu¨ssigkeit berichtet [239].
Suspensionen & Vermischung. Ha¨ufiger wurde das Modell zur Beschreibung von Feststoffpartikeln
(in Gasen oder auch in Flu¨ssigkeiten) verwendet. Es wurde z.B. die Erosion an Ru¨hrerbla¨ttern durch
suspendierten Feststoff untersucht und zu diesem Zweck das Verhalten der Partikeln im (zweidimensionalen)
Ru¨hrkesselmodell simuliert [322]. Auch eine dreidimensionale Simulation einer (Partikel-) Suspension in
einem Ru¨hrkessel wurde vero¨ffentlicht [68]. Der Ru¨hrer wurde durch Impulsquellterme angena¨hert, die u¨ber
den gesamten Raumwinkel in Umfangs- (Rotations-) Richtung verteilt wurden.
Das Euler/Lagrange-Modell wurde auch zur Untersuchung der Vermischung verwendet; in diesem
Fall wurden die Bahnen kleiner, wirbelnder Fluidpakete in der großra¨umigen Stro¨mung betrachtet. Die Wir-
bel hatten eine turbulenzabha¨ngige, begrenzte Lebensdauer; die La¨nge der Bahnen bis zu ihrem endgu¨ltigen
Zerfall beschreibt die Durchmischungsintensita¨t [23].
3.4.2 Verwendung der Stro¨mungsdaten
Die Simulation der Flu¨ssigkeits- und Mehrphasenstro¨mungen in Ru¨hrreaktoren ist kein Selbst-
zweck. Sie dient der Gewinnung bzw. Vorhersage von detaillierten Stro¨mungsdaten; diese Daten
sollen dann zur Beschreibung, Beurteilung und Optimierung von Ru¨hrern und Prozessen verwendet
werden. Hierbei werden vielfa¨ltige Kriterien betrachtet.
3.4.2.1 Ru¨hrerdesign
Fu¨r bestimmte Ru¨hraufgaben existieren klar definierte Aufgaben – hohe Energiedissipation (z.B.
zur Blasenzerteilung), vollsta¨ndige Durchstro¨mung des Reaktionsvolumens (zur Feststoffsuspendie-
rung), Makro- und Mikrovermischung. Im allgemeinen la¨ßt sich die Erfu¨llung dieser Anforderungen
anschaulich aus dem berechneten Stro¨mungsfeld ermitteln [134].
So la¨ßt sich direkt die Leistungsfa¨higkeit eines neu entwickelten Ru¨hrorgans beurteilen, ohne
daß Experimente notwendig sind. Auf diesem Wege kann die Stro¨mungssimulation unmittelbar
zur Beschleunigung und Optimierung der Ru¨hrer- und Ru¨hrkesselentwicklung beitragen [111].
Fu¨r spezielle reaktionstechnische Probleme ist es u.U. schwierig, von der Anschauung des
Stro¨mungsbildes die Leistungsfa¨higkeit des Ru¨hrorganes vorauszusagen. In diesem Fall muß der
Prozeß, der die eigentliche Aufgabe des Ru¨hrerreaktors ist, im numerischen Stro¨mungsmodell
naturgetreu simuliert werden. Die Voraussagen dieses Prozeßmodells ergeben dann das Gu¨tefunk-
tional fu¨r das Ru¨hrerdesign.
Makrovermischung. Die erste Hauptaufgabe eines jeden Ru¨hrers ist die homogene Vermi-
schung des Reaktorinhaltes. Wenn mit der Simulation eines Vermischungsvorganges ein Ru¨hrer
beurteilt werden soll, entspricht dies der Messung einer Mischzeit im realen System. Die Simulatio-
nen sind daher i.d.R. zeitabha¨ngig; ausgehend von einem Zustand totaler Entmischung (Spurstoff
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konzentriert an einer Zugabestelle) wird die Verteilung des Spurstoffes im Reaktor u¨ber der Zeit
simuliert. Da der Spurstoff aber die Fluideigenschaften und das Stro¨mungsfeld nicht vera¨ndert,
kann das Stro¨mungsfeld fu¨r die instationa¨re Berechnung ”eingefroren“ werden [251, 279, 280]. Mit
den verschiedenen Definitionen fu¨r die Mischzeit (als Gu¨tekriterium fu¨r einen Ru¨hrreaktor) wird
dann, genau wie im Experiment, die Mischzeit bestimmt (vgl. Abschnitt 2.1.3, auf Seite 15).
Mikrovermischung Die lokale und globale Vermischung im Ru¨hrkessel kann Einfluß auf be-
stimmte chemische Reaktionsnetzwerke haben. Middleton et al. simulierten 1986 in einer stati-
ona¨ren Berechnung (in einem ”eingefrorenen“ Stro¨mungsfeld) ein Netzwerk konsekutiv-paralleler
chemischer Reaktionen [201]. Einzelne Reaktionsraten hingen dabei, u¨ber Modellansa¨tze fu¨r die
Mikrovermischung, von lokalen Turbulenzcharakteristika der Stro¨mung ab. Ein kontinuierlicher
Eduktstrom wurde vom Ru¨hrer in der Reaktionsmischung verteilt; die Effizienz dieser Vermischung
beeinflußte die sich ergebende Produktverteilung.
Diese Abha¨ngigkeiten wurden durch die Simulation korrekt vorausgesagt, wie entsprechende
validierende Experimente zeigten [201]. Es wird in diesem Zusammenhang auch das Versagen
herko¨mmlicher Regeln zur Maßstabsvergro¨ßerung diskutiert. Sie ko¨nnen Prozesse, bei denen lokale
Vermischungsvorga¨nge, wie z.B. an der O¨ffnung einer Eduktzufu¨hrung, eine wesentliche Rolle
spielen, unmo¨glich korrekt vorhersagen.
Zehn Jahre danach wurde die gleiche Fragestellung auf andere Art bearbeitet; in Lagran-
gescher Darstellung wurden einzelne Fluidpakete im Reaktionsvolumen verfolgt, und die auf sie
einwirkende Mikrovermischung wurde modelliert [24].
3.4.2.2 Scherkra¨fte
Hochwertige biotechnologische Produkte (komplizierte tierische und menschliche Proteine wie z.B.
Wachstumsfaktoren und Immunglobuline) ko¨nnen oft nur von ho¨heren Zellen produziert werden.
Deren Kultivierung ist u.a. schwierig, weil sie besonders empfindlich gegen mechanische Scherung
sind. Es wurde daher mehrfach diskutiert, wie die mechanische Belastung zu quantifizieren ist, der
Zellen im Stro¨mungsfeld eines Ru¨hrkesselreaktors ausgesetzt sind [235].
Neben dem Aufplatzen von Gasblasen an der freien Oberfla¨che sind vor allem ru¨hrerinduzierte
Scherkra¨fte sowie turbulenzabha¨ngige Einwirkungen auf die Zellen (durch Turbulenzwirbel der
gleichen Gro¨ßenordnung) besonders scha¨dlich fu¨r die lebenden zellen. Beide Belastungen lassen
sich mit der Stro¨mungssimulation vorhersagen. Boysan et al. (1988) [43] zeigten, wie allgemein
wandnahe Schergradienten in einem begasten Zellkulturreaktor vorausgesagt werden ko¨nnen.
Aus den Turbulenzparametern (k und ) lassen sich charakteristische Wirbelgro¨ßen und
-geschwindigkeiten abscha¨tzen; damit sind wiederum Aussagen u¨ber die Belastung der Zellen im
turbulenten Stro¨mungsfeld mo¨glich [58, 293].
Die umfassende Literatur zu diesem Thema soll hier nicht wiedergegeben werden, da die Un-
tersuchung solcher Scherbelastungen nicht Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist [123, 141].
3.4.2.3 Wa¨rmetransport
In vielen, vor allem großen, Ru¨hrreaktoren entsteht so viel Wa¨rme, daß der Wa¨rmeu¨bergang durch
die Beha¨lterwand an die Umgebung nicht mehr ausreicht. Ein Teil der Wa¨rme kann ggf. aus che-
mischen oder biochemischen Prozessen entstammen. Allein der mechanische Leistungseintrag des
Ru¨hrers fu¨hrt aber in großen Reaktoren bereits zu einem erheblichen Wa¨rmeproblem. Bei geo-
metrisch a¨hnlicher Maßstabsvergro¨ßerung wa¨chst die Oberfla¨che mit der zweiten, das Volumen
aber mit der dritten Potenz der linearen Ausdehnung. Deswegen reicht bei kleinen Reaktoren die
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Beha¨lterwand fu¨r den Wa¨rmeaustausch aus, wa¨hrend bei großen Reaktoren zusa¨tzliche Wa¨rme-
tauscher (Rohrbu¨ndel) im Reaktor installiert werden mu¨ssen [134].
Zur Simulation von Wa¨rmetransportvorga¨ngen in Ru¨hrbeha¨ltern ko¨nnen, a¨hnlich wie bei
der Untersuchung der Vermischung, die Berechnung der eigentlichen Stro¨mung und diejenige
des Wa¨rmetransportes voneinander entkoppelt werden: Nach der Stro¨mungsberechnung wird das
Stro¨mungsfeld ”eingefroren“ und nur noch fu¨r die weitergehende Simulation verwendet. Wenn aber
die rheologischen Eigenschaften des Fluides von der Temperatur abha¨ngen, mu¨ssen Stro¨mung und
Wa¨rmetransport simultan berechnet werden, da sie einander beeinflussen.
Anwendung. Zur Durchfu¨hrung bestimmter Prozesse muß auch in Ru¨hrkesseln das Fluid
(voru¨bergehend) beheizt werden. Der effektivste Wa¨rmetauscher, von dem die geringsten Tem-
peraturgradienten ausgehen, ist ein (z.B. induktiv) beheizter Ru¨hrer. Hier herrschen die gro¨ßten
Stro¨mungsgeschwindigkeiten entlang der heißen Oberfla¨che; hohe Turbulenz sorgt zusa¨tzlich fu¨r
du¨nne (Prandtlsche) Grenzschichten und raschen Transport der Wa¨rme vom Ru¨hrer in die
Flu¨ssigkeit.
Die Verwendung eines beheizten Ru¨hrers zur Heizung viskoser Flu¨ssigkeiten wurde in einer
numerischen Simulation untersucht. Es zeigten sich gute U¨bereinstimmungen zwischen den nume-
rischen Vorhersagen und entsprechenden Meßwerten [191].
3.4.2.4 Stoffaustausch
Verschiedene Arbeiten vergangener Jahre hatten zum Ziel, den Stoffaustausch in begasten Ru¨hrkes-
selreaktoren quantitativ vorauszusagen. Hierzu mu¨ssen zuna¨chst getrennte Geschwindigkeitsfelder
fu¨r Gas und Flu¨ssigkeit ermittelt werden, wie oben beschrieben. Lokale Blasengro¨ßen und Gas-
volumenanteile werden aus relativ einfachen Annahmen, Meßdaten oder Simulationsergebnissen
gewonnen. Mit dem Stoffaustauschkoeffizienten βl kann dann der lokale Stoffu¨bergang zwischen
Gas und Flu¨ssigkeit vorausgesagt werden.
Weit verbreitet ist zu dessen Ermittlung die Gleichung fu¨r Blasen in turbulenter Stro¨mung
von Calderbank und Moo-Young (1961) [52] (s. Gl. 4.1 - 30, auf Seite 62). Diese wurde z.B.
in [280] verwendet, um die Sauerstoffversorgung des biologischen Testorganismus Bacillus subtilis
zu simulieren (vgl. Abschnitt 3.1.1.1, auf Seite 29). Statt der urspru¨nglich in der Gleichung verwen-
deten integralen Werte fu¨r Ru¨hrerleistungseintrag und Gesamtgasgehalt wurden lokale Werte von
turbulenter Energiedissipation  und relativem Gasgehalt εg eingesetzt. Es ist nicht vorauszuse-
hen, inwieweit die verwendete Gleichung bei dieser Art der Verwendung gu¨ltig ist und quantitativ
korrekte Ergebnisse erbringen kann.
Derselbe Einwand gilt auch, wenn die Gleichung aus einem Review von Kawase und Moo-
Young (1990) [150], zitiert wird, wie z.B. in [259]. Auch hier mu¨ßte wenigstens die Proportiona-
lita¨tskonstante, wie oben beschrieben, der vera¨nderten Quelle fu¨r die unabha¨ngigen Gro¨ßen (εg
und ) angepaßt werden.
Tra¨g˚ardh (1988) [315] entnimmt aus [227] die Proportionalita¨t βl = Bβl ·0,2. Die Proportio-
nalita¨tskonstante Bβl bestimmt er durch iterative Anpassung der Simulationsergebnisse an inte-
grale Meßwerte fu¨r den Stoffaustausch in realen Fermentationen.
Djebbar et al. verwenden in zwei Arbeiten [78, 79] einen Ansatz fu¨r den linearen Stoffaus-
tauschkoeffizienten von Lamont und Scott (1970) [162]. Dieser ist formal die theoretisch herge-
leitete Grundlage fu¨r die weiter oben zitierten Korrelationen. (Vgl. Abschnitt 4.1.3.2, auf Seite 61.)
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3.4.2.5 Stationa¨rer Verbrauch
Die Simulation des Stoffaustausches in begasten Ru¨hrkesseln wurde i.d.R. dazu verwendet, sta-
tiona¨re Konzentrationsprofile vorauszusagen. Dafu¨r mußte auch der Verbrauch der u¨bertrage-
nen Substanz (Sauerstoff) in der Flu¨ssigkeit beschrieben werden. Fu¨r Substrataufnahme und
-verbrauch durch Mikroorganismen oder ho¨here Zellen wurde in den zitierten Arbeiten das
Monod-Modell verwendet; es ist das einfachste mathematische Modell fu¨r eine Sa¨ttigungskinetik
(vgl. Abschnitt 3.1.3, auf Seite 32).
Neben der maximalen Sauerstoffaufnahmerate beschreibt die Konzentration halbmaximaler
Aufnahmerate die Verbrauchskinetik. Zahlenwerte fu¨r diese Gro¨ße wurden verschiedenen Litera-
turquellen entnommen; Tra¨g˚ardh (1988) [315] verwendete z.B. Daten aus [9].
3.4.3 Zusammenfassung
Neben vielen einphasigen Stro¨mungssimulationen in Ru¨hreaktoren existieren bereits etliche Arbei-
ten zur Simulation der dispersen Zweiphasenstro¨mung in begasten Ru¨hrkesseln. Der Detaillierungs-
grad der reinen Stro¨mungssimulation ist bei diesen mehrphasigen Betrachtungen i.d.R. geringer als
bei den einphasigen Simulationen. So wird in allen gefundenen (und zitierten) Arbeiten die Wir-
kung des Ru¨hrer nur durch ein Ru¨hrer-Ersatz-Modell in die Simulation eingebracht – eine direkte
geometrischen Abbildung des Ru¨hrers im Simulationsgebiet wurde in keinem Fall verwendet.
Mehrphasenmodelle. Zur Modellierung der Mehrphasenstro¨mung wurden vorwiegend Konti-
nuumsmodelle verwendet – entweder einfache Schlupfmodelle mit einer festgelegten, gerichteten
Differenzgeschwindigkeit zwischen Flu¨ssigkeits- und Gasgeschwindigkeitsfeld, oder das aufwendige
Euler/Euler-Modell, daß vollsta¨ndig freie Geschwindigkeitsfelder fu¨r beide Phasen ermittelt.
Die nach ihren Eigenschaften sehr geeignet erscheinende Euler/Lagrange-Methode wurde nur
selten eingesetzt.
Stoffaustausch und -transport Ergebnisse numerischer Stro¨mungssimulation in Ru¨hrkesseln
wurden auch auf verschiedenartige Weise ausgewertet und weiterverwendet. Neben Vermischung
und Scherkra¨ften (in einphasigen Stro¨mungen) wurden auch Modelle fu¨r den den Stoffaustausch in
begasten Ru¨hrreaktoren, unter Einbeziehung von Stoffdispersion und -verbrauch in der flu¨ssigen
Phase (z.B. durch suspendierte lebende Zellen), gefunden.
Auch all diese Arbeiten verwenden – in zwei- oder auch in dreidimensionaler Darstellung
– Ru¨hrerersatzmodelle. In keinem Fall wurde ein Stro¨mungsfeld rein aus Geometrie-, Stoff-
und Betriebsparametern vorausgesagt und dann auch zur Grundlage der Stoffaustausch- und
-transportsimulation gemacht. Diese Neuerung einzufu¨hren ist das Ziel der vorliegenden Arbeit.
Lokale Multiplizita¨t In einer dispersen Phase ko¨nnen in unmittelbarer Na¨he verschiedene Par-
tikeln mit sehr unterschiedlicher Zusammensetzung nebeneinander existieren. So ko¨nnen z.B. zwei
Blasen in einem begasten Ru¨hrkesselprozeß, trotz unmittelbarer Na¨he zueinander, sehr unter-
schiedliche Sauerstoffgehalte besitzen. Alle Kontinuumsmodelle fu¨r die Mehrphasenstro¨mungen
ko¨nnen diese Tatsache nicht in sich aufnehmen. Mit der Euler/Lagrange-Darstellung mehrpha-
siger Stro¨mungen ist dies aber keine Schwierigkeit. Auch deswegen wird in dem in der vorliegenden
Arbeit entwickelten Modell die Euler/Lagrange-Formulierung fu¨r mehrphasige Stro¨mungen
verwendet werden.
Kapitel 4
Modelltheorie
In der vorliegenden Arbeit wird ein verteiltparametrisches Modell fu¨r den Stoffaustausch und
-transport in begasten Ru¨hrkesseln auf der Grundlage numerischer Stro¨mungssimulation ent-
wickelt. Dieses Modell wird zum ersten Mal eine direkte geometrische Simulation des Ru¨hrers mit
einer weitergehenden Simulation der Mehrphasenstro¨mung nach der Euler/Lagrange-Methode
und einem vollsta¨ndigen Modell fu¨r Stoffaustausch, -transport und -verbrauch kombinieren. Die
notwendigen theoretischen Grundlagen fu¨r das Modell werden in diesem Kapitel erla¨utert.
4.1 Turbulenz
Turbulenz beeinflußt maßgeblich die Vermischung und den Stoffaustausch in mehrphasigen
Stro¨mungen – so auch in begasten Ru¨hrkesseln. Ihre Charakterisierung und quantitative Beschrei-
bung ist wichtig fu¨r die korrekte Darstellung dieser Transportprozesse. Die bestimmenden Koeffi-
zienten (Diffusionskoeffizient, Stoffaustauschkoeffizient, . . . ) ha¨ngen in voraussagbarer Weise von
den quantifizierbaren Turbulenzparametern ab. Diese Abha¨ngigkeiten sollen im folgenden herge-
leitet und diskutiert werden.
4.1.1 Das Pha¨nomen
Turbulenz ist das Auftreten unregelma¨ßiger Schwankungen in der Stro¨mungsgeschwindigkeit einer
Stro¨mung. Sie macht sich u.U. durch Gera¨uschentwicklung bemerkbar (laminare Stro¨mung ist im-
mer lautlos). Sie fu¨hrt außerdem zur Vera¨nderung von Widerstandsgesetzen in der Stro¨mungslehre;
Stro¨mungswidersta¨nde werden gro¨ßer, als fu¨r laminare Stro¨mung vorausberechnet, und verursa-
chen zusa¨tzlichen Energieverbrauch.
Im folgenden wird eine anschauliche Modellvorstellung von Turbulenz entwickelt; an diese wird
dann spa¨ter eine mathematische Beschreibung von Turbulenz angeknu¨pft.
Turbulenz kann nur dort entstehen, wo Schergefa¨lle auftreten, also z.B. Geschwindigkeits-
gradienten zwischen einem stro¨menden Fluid und einer umgebenden, feststehenden Wand. Ob
tatsa¨chlich Turbulenz entsteht, ha¨ngt von der Geschwindigkeitsdifferenz ∆v zwischen Fluid und
Wand sowie der (dynamischen) Viskosita¨t µ des Fluides ab. Diese Gro¨ßen werden mit einer cha-
rakteristischen La¨nge l und der Dichte % des Fluides zur dimensionslosen Reynoldszahl zusam-
mengefaßt:
Re =
l·∆v·%
µ
=
l·∆v
ν
(4.1 - 1)
(Der Quotient µ% = ν ist die kinematische Viskosita¨t.)
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Fu¨r jede Geometrie (Rohr, Stufe, Kru¨mmer, . . . ) gilt eine spezifische kritische Reynoldszahl;
u¨bersteigen die realen Parameter diesen Wert, so entwickelt sich Turbulenz.
Strukturen. Die schnellen Schwankungen der lokalen Geschwindigkeit in einer turbulenten
Stro¨mung lassen sich durch statistisch auftretende Turbulenzwirbel erkla¨ren. Diese entstehen be-
sonders leicht dort, wo sich eine Stro¨mung von einer Wand ablo¨st (Ablo¨sewirbel). Dieser Mecha-
nismus wirkt intensiv an Ru¨hrerbla¨ttern und ist damit die wesentliche Turbulenzquelle in Ru¨hr-
reaktoren.
Die Entstehung und Form der Wirbel ist, fu¨r einen Scheiben-Ru¨hrer mit senkrecht stehenden
Bla¨ttern (z.B. 6BSR), in den Abbildungen 2.2 und 2.3 (Seite 19) veranschaulicht. Die Gro¨ße der
Wirbel ergibt sich demnach direkt als die Ha¨lfte der Ru¨hrerblattho¨he. Auch die Rotationsrichtung
der Wirbel wird von dieser Turbulenzerzeugung bestimmt. Die Wirbel lo¨sen sich vom Turbulenzer-
zeuger (Ru¨hrer) ab und bewegen sich mit der globalen Flu¨ssigkeitsstro¨mung von ihm fort. Ihre
Gro¨ße und Rotations- (Vorzugs-) Richtung bleiben dabei anfa¨nglich erhalten.
4.1.1.1 Wirbelzerfall
Wenn sich die Wirbel vom Turbulenzerzeuger (Ru¨hrer) ablo¨sen und in die freie Flu¨ssigkeit wan-
dern, beginnt ihre Wechselwirkung miteinander, mit anderen (a¨lteren) Wirbeln und mit Wa¨nden
(Einbauten). Dabei zerfallen sie, wobei die enthaltene kinetische Energie zur Bildung kleinerer
Wirbel fu¨hrt. Diese erfahren dasselbe Schicksal, so daß immer kleinere Wirbel entstehen. (Durch
das Aufeinandertreffen großer Wirbel ko¨nnen auch kleine Wirbel innerhalb großer Wirbel entste-
hen [162].)
Die kleineren Wirbel haben keine Vorzugsrichtung mehr; ihre Rotationsrichtungen sind
gleichma¨ßig in alle Raumrichtungen verteilt. Diese Abwesenheit jeder Vorzugsrichtung heißt Isotro-
pie. Weitab vom Turbulenzerzeuger ist die Turbulenz so ”alt“, daß die anisotropen Prima¨rwirbel
zerfallen sind; hier muß die Turbulenz isotrop sein.
Beim Zerfall der Wirbel und der U¨bertragung ihrer kinetischen Energie auf kleinere Wirbel
ergibt sich ein Strom von kinetischer Energie durch alle Wirbelgro¨ßenklassen hindurch, bis hinab
zu den kleinsten auftretenden Wirbeln. Das Ausmaß dieses Stromes ist abha¨ngig vom Leistungs-
eintrag: Man nimmt an, daß (in voll turbulenter Stro¨mung) die gesamte eingebrachte mechanische
Leistung zuna¨chst in Prima¨rwirbel eingeht. Der Leistungsfluß durch die Wirbelkaskade muß also
global dem Leistungseintrag entsprechen.
Der gesamte Leistungsfluß durch die Gro¨ßenklassenkaskade mu¨ndet schließlich in die Klasse
der kleinsten vorkommenden Turbulenzwirbel (s. na¨. Abschnitt).
Auslo¨schung. Fu¨r jede Wirbelklasse kann eine eigene Reynoldszahl Reλ angegeben werden,
die mit dem Durchmesser λ und der Umfangsgeschwindigkeit vλ der Wirbel gebildet wird:
Reλ =
λ·vλ
ν
(4.1 - 2)
Diese Reynoldszahl sinkt mit dem Zerfall der großen Wirbel in kleine innerhalb der Wirbelkas-
kade kontinuierlich. Solange sie groß ist, ist der Einfluß der (molekularen) Viskosita¨t gering; alle
Energie geht in kleinere Wirbel u¨ber [163]. Wenn Re aber den Wert 1 erreicht, ist der Gro¨ßen-
bereich der molekularen Energiedissipation in Brownsche Molekularbewegung erreicht. Dies ist
die kleinste existierende Gro¨ßenklasse; ihr Zerfall fu¨hrt zum U¨bergang der kinetischen Turbulenz-
energie in Wa¨rme (Turbulenzauslo¨schung), also zur abschließenden Dissipation aller (vom Ru¨hrer)
eingebrachten mechanischen Energie in Wa¨rme.
4.1. TURBULENZ 55
Diese Energiedissipation muß global gleich dem (globalen) Energieeintrag sein, da man an-
nimmt, daß sa¨mtliche kinetische Turbulenzenergie verlustfrei durch die Kaskade der verschiedenen
Wirbelgro¨ßenklassen la¨uft. (Die Auswirkungen viskoser Energiedissipation in den Klassen gro¨ßerer
Turbulenzwirbel werden vernachla¨ssigt.)
Gro¨ßenspektrum. In einer realen turbulenten Stro¨mung koexistieren alle verschiedenen Wir-
belgro¨ßenklassen miteinander in demselben Stro¨mungsfeld; es ergibt sich ein kontinuierliches Spek-
trum von Wirbelgro¨ßen. Diese Gro¨ßen ko¨nnen mit Wellenla¨ngen einzelner Schwingungen vergli-
chen werden; jeder Gro¨ßenklasse kann dann eine Wellenzahl w (Kehrwert der Wellenla¨nge λ,
[w] = 1 m−1) zugeordnet werden. Mit der mittleren Geschwindigkeit v der globalen Stro¨mung
ergibt sich auch fu¨r jede Wirbelklasse eine eigene Frequenz f = v·w.
Die Hypothese von Taylor (”eingefrorene Turbulenz“) nimmt an, daß die gesamte ra¨umliche
Struktur der Turbulenz mindestens innerhalb derjenigen Zeit na¨herungsweise konstant ist, die
der gro¨ßte Prima¨rwirbel braucht, um einen bestimmten Punkt mit der mittleren Geschwindigkeit
der globalen Stro¨mung vollsta¨ndig zu passieren [161]. Somit la¨ßt sich aus dem Frequenzspektrum
der Geschwindigkeitsschwankungen in einer turbulenten Stro¨mung das Wellenzahlspektrum der
enthaltenen Turbulenz bestimmen.
4.1.1.2 Messungen
Solche Messungen sind mit Hilfe der Laser–(Phasen–)Doppler–Anemometrie in hoher o¨rtlicher und
zeitlicher Auflo¨sung mo¨glich [85, 132, 136, 223, 275, 329]. Es wird hierbei an einer ausgewa¨hlten
Position (in einem von Lichtstrahlen definierten Meßvolumen von typischerweise 500 µl) die Ge-
schwindigkeit der Stro¨mung u¨ber der Zeit gemessen. Das Spektrum ergibt sich dann aus einer
Fourieranalyse der Meßdaten.
Abschnitt 4.1.2.1 entha¨lt graphische Darstellungen und eine allgemeine Diskussion realer tur-
bulenter Wellenzahlspektren.
Pseudoturbulenz. Es muß beachtet werden, daß bei Messungen im Ausstro¨mgebiet eines
Ru¨hrers diejenige Frequenz, mit der die einzelnen Ru¨hrerbla¨tter das Meßvolumen passieren, sehr
stark dominiert. Diese periodischen Schwankungen geho¨ren aber nicht zur Turbulenz; in der Lite-
ratur existiert deshalb hierfu¨r der Begriff ”Pseudoturbulenz“. Behandelt man sie nicht separat, und
mißt man in mehreren Raumrichtungen, so wird man immer eine artifizielle Anisotropie finden.
Die Pseudoturbulenz muß durch Nachbearbeitung der gewonnenen Frequenz- bzw. Wellen-
zahlspektren, oder durch Autokorrelation der Geschwindigkeitsdaten, eliminiert werden. Genauer
ist es, die zeitabha¨ngigen Meßdaten fu¨r die Geschwindigkeit der jeweiligen Winkelstellung des
Ru¨hrers zuzuordnen und nur alle Meßdaten jeweils einer bestimmten Ru¨hrerstellung auszuwerten.
Dies ermo¨glicht eine raumauflo¨sende Messungen bezu¨glich der Ru¨hrerstellung.
4.1.2 Modellierung
Die mathematische Beschreibung des Turbulenzspektrums wurde maßgeblich von Kolmogorov
in den vierziger Jahren erarbeitet. Seine wesentlichen Hilfsmittel waren hierbei zwei physikalische
Gro¨ßen:
1. Die spezifische (massenbezogene) kinetische Turbulenzenergie k′. Sie hat die Einheit [k′] =
= 1 Jkg = 1
m2
s2
. Allgemein ergibt sich die volumenbezogene kinetische Energie eines stro¨men-
56 KAPITEL 4. MODELLTHEORIE
den Fluides (identisch mit dem Staudruck) aus seiner Dichte % und seiner Stro¨mungsge-
schwindigkeit v:
kv =
%
2
·v2 (4.1 - 3)
Die massenbezogene, spezifische kinetische Energie lautet dann:
k =
1
2
·v2 (4.1 - 4)
In einer turbulenten Stro¨mung ist die zeitabha¨ngige Geschwindigkeit v(t) an einem bestimm-
ten Punkt die U¨berlagerung aus der mittleren Stro¨mungsgeschwindigkeit v und den stati-
stisch u¨ber der Zeit verteilten Geschwindigkeitsschwankungen v′(t). Die kinetische Energie
der Turbulenzwirbel k′ ergibt sich also aus der mittleren Gro¨ße
√
v′2 der Geschwindigkeits-
schwankungen:
k′ =
1
2
·v′2 (4.1 - 5)
Der Strich ′ am Symbol k wird im folgenden fallengelassen, da von hier ab k nur noch fu¨r
die spezifische kinetische Energie der Turbulenz verwendet werden wird.
2. Die spezifische (massenbezogene) Rate  der Dissipation der kinetischen Energie. Sie hat
die Einheit [] = 1 Jkg·s = 1
m2
s3
. Diese Gro¨ße stellt sich lokal in einem Gleichgewicht aus
Produktion, Vernichtung, und (vor allem konvektivem) Zu- und Abtransport kinetischer
Energie ein.
4.1.2.1 Spektralfunktion
Die kinetische Turbulenzenergie k ist in realer Turbulenz u¨ber das Wellenzahlspektrum aller Wir-
belgro¨ßen verteilt. Mit Hilfe der in Abschnitt 4.1.1.1 eingefu¨hrten Wellenzahl w wird nun folgen-
dermaßen eine Spektralfunktion E(w) definiert:
E(w) =
dk
dw
[E] = 1
m3
s2
(4.1 - 6)
Das Integral dieser Funktion zwischen zwei begrenzenden Wellenzahlen ist gleich der (spezifischen)
Energie aller Wirbel, die in diesen Wellenzahlbereich (Gro¨ßenklasse) fallen [235]. Inbesondere gilt
also fu¨r das gesamte Spektrum: ∫ ∞
0
E(w)dw = k (4.1 - 7)
Abbildung 4.1 zeigt eine allgemeingu¨ltige Skizze der Spektralfunktion. Oberhalb einer gewissen
Wellenzahl herrscht in jeder Gro¨ßenklasse das Fließgleichgewicht zwischen Energiezufuhr (aus
gro¨ßeren Wirbeln) und -verlusten (an kleinere Wirbel). Man spricht vom universellen Gleichge-
wichtsbereich, in dem das folgende, Kolomogorovsche Gesetz gilt:
E(w) ∼  23 ·w− 53 (4.1 - 8)
Diese Proportionalita¨t wurde u.a. von Heisenberg genau untersucht (zitiert in [324]1).
Die untere Grenze des universellen Gleichgewichtsbereiches liegt bei derjenigen Wellenzahl
w, bei der die Richtungsinformation der Prima¨rwirbel aus der (anisotropen) Turbulenzerzeugung
durch Wirbelzerfall (und -neubildung kleinerer Wirbel) verlorengegangen ist.
1Diese Arbeit diskutiert eine Modifikation des Kolmogorovschen Gesetzes fu¨r begrenzte Ra¨ume, die nicht
vollsta¨ndig von der Turbulenz erfu¨llt werden ko¨nnen. Sie basiert auf Betrachtungen zur fraktalen Geometrie.
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Abbildung 4.1: Eine allgemeingu¨ltige Skizze der Spektralfunktion E(w) = dkdw fu¨r die spezifische
kinetische Turbulenzenergie k in Abha¨ngigkeit von der Wellenzahl w. Auf der Abszisse ist die Wel-
lenzahl w aufgetragen, auf der Ordinate die Spektralfunktion E. Es sind verschiedene besonders
bezeichnete Wellenzahlbereiche sowie die folgenden zwei charakteristischen Wellenzahlen einge-
zeichnet: we, die Wellenzahl der repra¨sentativen energiereichen Wirbel und wd, die repra¨sentative
Wellenzahl der kleinen, kinetische Energie viskos in Wa¨rme dissipierenden Wirbel.
Nach oben ist der Gu¨ltigkeitsbereich der ”−
5
3 -Proportionalita¨t“ durch den U¨bergang in die
molekulare Energiedissipation begrenzt. Je sta¨rker die Turbulenz ausgepra¨gt ist, desto ho¨her
ist die hierfu¨r bezeichnende Wellenzahl. Je ho¨her also z.B. die charakteristische Reynoldszahl
eines Ru¨hrers ist, desto gro¨ßer ist der von der Turbulenz insgesamt umfaßte Wellenzahlen-,
Gro¨ßenklassen- und Frequenzbereich [226].
Abbildung 4.2 zeigt eine typische gemessene Spektralfunktion. Die Darstellung ist doppelt
logarithmisch; deswegen na¨hert sich die Kurve im universellen Gleichgewichtsbereich einer Gerade
mit der Steigung −53 an. (Auf der Abszisse ist die Frequenz aufgetragen, die u¨ber die mittlere
Stro¨mungsgeschwindigkeit mit der Wellenzahl verknu¨pft ist.)
4.1.2.2 Charakteristika
Kolmogorov erhielt mittels Dimensionsanalyse eine charakteristische Wirbel-(umfangs-)ge-
schwindigkeit vλ in Abha¨ngigkeit von der Wirbelgro¨ße λ = 1w (Kehrwert der Wellenzahl). Im
universellen Gleichgewichtsbereich gilt [163]:
vλ ≈ 3
√
·λ (4.1 - 9)
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Abbildung 4.2: Beispiel fu¨r eine gemessene Spektralfunktion der Turbulenz [282]. Die Kurvenform
fu¨r Frequenzen u¨ber 3 kHz ist auf ein Erreichen der Meßbereichsgrenze der verwendeten Meßein-
richtung zuru¨ckzufu¨hren. Der eingezeichnete Geradenabschnitt hat die Steigung −53 ; vgl. hierzu
Gleichung 4.1 - 8 auf Seite 56. (Auf der Ordinate ist in der logarithmischen Einheit dB [dezi-Bel]
die Amplitude der Geschwindigkeitsschwankungen mit der jeweiligen Frequenz aufgetragen.∗)
∗Ein Wert von 1 Bel entspricht einer Verzehnfachung der Leistung eines Meßsignals; letzteres ist proportional
zum Quadrat der Spannungsamplitude, so daß 2 Bel = 20 dB einer Verzehnfachung der Amplitude der turbu-
lenten Geschwindigkeitsschwankungen entsprechen. (Es wird angenommen, daß der verwendete Meßwertgeber ein
geschwindigkeitsproportionales Spannungssignal liefert.)
Hierin ist  der Fluß von kinetischer Turbulenzenergie durch die Kaskade der Wirbelgro¨ßenklassen;
dieser ist global identisch mit dem spezifischen Leistungseintrag.
Der U¨bergang von der Wirbel-(klassen-)kaskade zur viskosen Energiedissipation ist durch die
kritische Reynoldszahl 1 fu¨r die Turbulenzwirbel markiert (vgl. Gleichung 4.1 - 2 auf Seite 54):
Reλ =
λ·vλ
ν
= 1 (4.1 - 10)
Diese Gleichung ergibt den folgenden Ausdruck fu¨r die Gro¨ße λ0 der kleinsten auftretenden Tur-
bulenzwirbel:
λ0 =
ν
v0
(4.1 - 11)
Setzt man dieses Ergebnis in Gleichung 4.1 - 9 ein, so ergibt sich die charakteristische Umfangs-
geschwindigkeit v0 der kleinsten, alle Energie dissipierenden Turbulenzwirbel:2
v0 = 3
√
· ν
v0
∣∣∣()3 (4.1 - 12)
v30 =
·ν
v0
∣∣∣∣·v0; 4√() (4.1 - 13)
2Die Umfangsgeschwindigkeit vλ der Wirbel einer Gro¨ßenklasse λ kann mit den Geschwindigkeitsschwankungen
v′ gleichgesetzt werden, die von den Wirbeln dieser Gro¨ßenklasse verursacht werden.
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v0 = 4
√
ν· (4.1 - 14)
Setzt man dieses Ergebnis wiederum in Gleichung 4.1 - 11 ein, so erha¨lt man die Gro¨ßenordnung
λ0 dieser kleinsten Wirbel:
λ0 =
ν
4
√
ν· =
4
√
ν3

(4.1 - 15)
Aus Geschwindigkeit v0 und La¨nge λ0 der kleinsten Wirbel la¨ßt sich schließlich eine charakteristi-
sche Zeitkonstante τ0 fu¨r diese Energie viskos dissipierenden Wirbel angeben:
τ0 =
λ0
v0
=
4
√
ν3

4
√
ν· =
√
ν

(4.1 - 16)
Diese Gro¨ßen (mit dem Index ”0“, bezeichnend das obere Ende des Wellenzahlenbereiches fu¨r
den ”universellen Gleichgewichtsbereich“) werden auch als die Mikroskalen der Turbulenz (fu¨r
Geschwindigkeit, Gro¨ße und Zeit) bezeichnet. Sie sind nur von der Energiedissipationsrate , also
dem Energiefluß durch die Wirbelgro¨ßenkaskade, abha¨ngig; die Art der Turbulenzerzeugung hat
auf sie keinen Einfluß.
Dissipationsrate . Kolmogorov leitete mit Hilfe der Dimensionsanalyse Gleichung 4.1 - 9
(Seite 57) her. Dieser und andere dimensionsanalytische Wege fu¨hren zu folgendem Ausdruck fu¨r
die lokale Energiedissipationsrate  [45, 161]:
 = C·u
′3
L
(4.1 - 17)
Hierin bezeichnet u′ wieder den zeitgemittelten Betrag der statistischen Geschwindigkeitsschwan-
kungen. Sie kann gema¨ß Gleichung 4.1 - 5 (Seite 56) durch die Wurzel aus der kinetischen Turbulen-
zenergie (
√
k) ersetzt werden.3 L ist, stellvertretend fu¨r die charakteristische Gro¨ße der Prima¨rwir-
bel, eine charakteristische La¨nge (geometrische Abmessung) des Turbulenzerzeugers (z.B. Durch-
messer oder Blattho¨he eines Ru¨hrorganes).
Die Proportionalita¨tskonstante C ist vielfach experimentell bestimmt worden [161]; wenn die
verwendete La¨nge L tatsa¨chlich dem Durchmesser der Prima¨rwirbel entspricht, hat sie offensicht-
lich den Wert 1. Solche Werte fu¨r L entsprechen beim Sechs-Blatt-Scheiben-Ru¨hrer der Ha¨lfte der
Blattho¨he.
4.1.3 Stoffaustausch
Der Stoffaustausch zwischen Gas und Flu¨ssigkeit wurde bereits in Abschnitt 2.3.2 auf Seite 23 dis-
kutiert; dabei wurden Filmtheorie und Penetrations-/Oberfla¨chenerneuerungstheorie beschrieben.
Im folgenden soll nun der Einfluß der Turbulenz auf den linearen Stoffaustauschkoeffizienten βl
untersucht werden.
3Die zitierte Gleichung (4.1 - 5, auf Seite 56) entha¨lt noch den Faktor 1
2
; dieser geht in die Proportionalita¨tskon-
stante C ein. Die Gleichung lautet dann, nach L aufgelo¨st:
L = C·k
3
2

(4.1 - 18)
In dieser Form wird die Gleichung ha¨ufig zur Bestimmung einer charakteristischen Turbulenzla¨nge aus Simulations-
ergebnissen verwendet (vgl. z.B. Abschnitt 4.3.3.3, auf Seite 84).
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Den ”Turbulenztheorien“ fu¨r den Stoffaustausch liegt folgende Modellvorstellung zu Grund:
Turbulenzwirbel streifen mit ihrer Rotationsbewegung die Phasengrenzfla¨che; dabei haben klein-
ste Fluidelemente in der Wirbelperipherie fu¨r eine begrenzte Zeit lang direkten Kontakt mit der
Grenzfla¨che. Danach werden sie wieder von der Grenzfla¨che abgezogen und geben ihre Sauerstoff-
beladung im inneren der Flu¨ssigkeit durch molekulare Diffusion oder durch Zerfall des Wirbels
weiter.
Mit dieser Modellvorstellung und den oben hergeleiteten Gleichungen zur Beschreibung von
Turbulenz ist es jetzt mo¨glich, die Kontaktzeit (Expositionszeit) te in der Penetrationstheorie mit
den charakteristischen Turbulenzgro¨ßen auszudru¨cken (vgl. Abschnitt 2.3.2.2 auf Seite 24).
4.1.3.1 Großwirbel
Die ersten Arbeiten u¨ber Turbulenz und Stoffaustausch betrachteten eine ebene, freie Flu¨ssigkeit-
soberfla¨che, unter der in der Flu¨ssigkeit (z.B. durch ein Gitter in der Stro¨mung erzeugte [97])
Turbulenz herrscht. Sie nahmen an, daß der Stoffaustausch im wesentlichen von den großen Wir-
beln des Turbulenzspektrums vermittelt wird. Diese Annahme wurde 1990 fu¨r gittergenerierte
Turbulenz [157] und 1998 fu¨r windgetriebene Turbulenz [216] besta¨tigt.
Zur Anwendung der Penetrationstheorie (Gleichung 2.3 - 23, auf Seite 24) muß die Kontakt-
oder Expositionszeit te durch die Eigenschaften der großen Turbulenzwirbel (angezeigt durch den
Buchstaben Λ) ausgedru¨ckt werden. Hierfu¨r wird die Zeit te als Quotient aus dem Wirbeldurch-
messer Λ und der Geschwindigkeit vΛ der Großwirbel aufgelo¨st [97]:
te =
Λ
vΛ
(4.1 - 19)
Herleitung. Da die großen Wirbel den gro¨ßten Teil der kinetischen Turbulenzenergie ent-
halten, kann ihre Energie na¨herungsweise mit der gesamten kinetischen Turbulenzenergie k gleich-
gesetzt werden. Somit kann auch die Geschwindigkeit vΛ der großen Wirbel bestimmt werden:
vΛ ≈
√
v′2 =
√
2·k (4.1 - 20)
Um die Expositionszeit te zu definieren, muß auch die mittlere Wegla¨nge an der Phasengrenze
definiert werden. Diese kann na¨herungsweise mit dem Durchmesser Λ der großen, energiereichen
Wirbel angesetzt werden. Mit Gleichung 4.1 - 9 (Seite 57) kann aus der Geschwindigkeit vΛ der
Wirbel (s. den vorigen Abschnitt) ihre Gro¨ße bestimmt werden:
Λ =
v3Λ

=
(2·k) 32

(4.1 - 21)
Mit Gleichung 2.3 - 23 (Seite 24) von Higbie ergibt sich nun:
βl =
2√
pi
·
√
D·vΛ
Λ
=
2√
pi
·
√
D·
2·k (4.1 - 22)
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4.1.3.2 Kleinwirbel
Es ist die Annahme zu u¨berpru¨fen, ob die großen Wirbel tatsa¨chlich den gro¨ßten Beitrag zum
Stoffu¨bergang leisten. Die Kontaktzeit te in der Penetrationstheorie wird aus dem Wirbeldurch-
messer λ und die Wirbelgeschwindigkeit vλ definiert:4
te =
λ
vλ
(4.1 - 23)
Fu¨r vλ wird Gleichung 4.1 - 9 (Seite 57) eingesetzt:
te =
λ
3
√
λ· =
λ
2
3
3
√

(4.1 - 24)
Die Expositionszeit te steigt also eindeutig mit der Wirbelgro¨ße λ. Der Stoffdurchgangskoeffizient
sinkt aber mit steigender Kontaktzeit te:
βl ∼ 1√
te
=
6
√

λ
1
3
(4.1 - 25)
Kolmogorovwirbel. Die gro¨ßten Anteile am Stoffdurchgangskoeffizienten werden also von den
Wirbelklassen mit den kleinsten Wirbeldurchmessern λ = λ0 bestimmt [162]. Deren Gro¨ße (λ0)
ha¨ngt gema¨ß Gleichung 4.1 - 15 (Seite 59) nur von Viskosita¨t ν und spezifischer Energiedissipati-
onsrate  ab:
λ0 =
4
√
ν3

(4.1 - 26)
Setzt man diese Gleichung in Gleichung 4.1 - 24 (s.o.) ein, so erha¨lt man die Kontaktzeit te fu¨r
den Beitrag dieser Wirbelklasse zum Stoffaustausch:
te,0 =
λ
2
3
0
3
√

=
6
√
ν3

3
√

=
√
ν

(4.1 - 27)
Dieses Ergebnis ist identisch mit der charakteristischen Zeitkonstante τ0 fu¨r die kleinsten, vis-
kos Energie dissipierenden Turbulenzwirbel (”Kolmogorov-Wirbel“), vgl. Gleichung 4.1 - 16 auf
Seite 59.
Neue Gleichung. Diese neue Definition fu¨r die Expositionszeit (Gleichung 4.1 - 27, s.o.) kann
direkt in die Definitionsgleichung der Penetrationstheorie (2.3 - 23, auf Seite 24) eingesetzt werden:
βl =
2√
pi
·
√
D· 4
√

ν
(4.1 - 28)
Die Abha¨ngigkeit des Stoffaustausches von der vierten Wurzel der Energiedissipation (global:
des Leistungseintrages) wurde in zahllosen experimentellen Untersuchungen empirisch besta¨tigt,
und zwar sowohl fu¨r Blasen [150] als auch fu¨r disperse Feststoffe [274].
4Hier wird wieder der Kleinbuchstabe λ verwendet, weil zuna¨chst Wirbel beliebiger Gro¨ßenklassen betrachtet
werden sollen.
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4.1.3.3 Immobile Phasengrenzen
Die bisher aufgestellten Gleichungen 4.1 - 22 (Seite 60) und 4.1 - 28 enthalten eine festgelegte
Proportionalita¨t des Stoffdurchgangskoeffizienten βl mit der Wurzel des Diffusionskoeffizienten D.
In der Realita¨t wurde aber fu¨r den Stoffaustausch an festen Ko¨rpern und Partikeln (sowie an
kleinen Blasen) die Abha¨ngigkeit βl ∼ D 23 gefunden (vgl. z.B. Gl. 2.3 - 27, auf Seite 25). Um dies
beru¨cksichtigen zu ko¨nnen, wird die Abha¨ngigkeit von D dimensionslos gemacht; sie kann dann mit
einem beliebigen Exponenten bD versehen werden [162, 265, 266]. Die beiden anfangs genannten
Gleichungen nehmen dann folgende Formen an (vgl. Gl. 2.3 - 25, auf Seite 25):
βl =
2√
pi
·
(D
ν
)bD
·
√
ν·
2·k (4.1 - 29)
βl =
2√
pi
·
(D
ν
)bD
· 4√ν· (4.1 - 30)
Der Quotient Dν ist der Kehrwert der sog. Schmidtzahl Sc. Der Exponent bD hat fu¨r fluide Pha-
sengrenzen den Wert 12 und fu¨r immobile Phasengrenzen (erfahrungsgema¨ß) den Wert
2
3 . (Fluide
Phasengrenzen sind bei ebenen, freien Flu¨ssigkeitsoberfla¨chen und an großen Gasblasen, sowie in kontami-
nationsfreien Flu¨ssigkeiten zu erwarten. Alle Festko¨rper [Partikeln], kleine Blasen und Blasen in kontami-
nierten Flu¨ssigkeiten [Leitungswasser, biotechnologische Medien] haben im Kontakt mit der Flu¨ssigkeit eine
immobile Phasengrenzfla¨che. Dies fu¨hrt zur vera¨nderten Abha¨ngigkeit vom Diffusionskoeffizienten D, vgl.
Abschnitte 2.2.3.2 [S. 18] und 2.3.2.3 [S. 25]. Außerdem sind fu¨r immobile Phasengrenzen die Zahlenwerte
fu¨r βl nur ho¨chstens halb so groß wie fu¨r frei bewegliche [52, 228].)
Zwei Alternativen. Zuletzt bleibt zu diskutieren, welche der beiden Gleichungen (4.1 - 29 und
4.1 - 30) im aufzustellenden Modell fu¨r den Stoffaustausch in begasten Ru¨hrkesseln anzuwenden
ist.
Fu¨r Blasen kann Gleichung 4.1 - 29 niemals sinnvoll sein, weil Blasen i.d.R. viel kleiner sind
als die großen Turbulenzwirbel. Sie wu¨rden von diesen Wirbeln erfaßt und mitgerissen werden,
statt daß die Wirbel den Stoffaustausch an den Blasen intensivieren, indem sie sozusagen an ihnen
”reiben“. Fu¨r Blasen ist also sicherlich nur Gleichung 4.1 - 30 sinnvoll.
Fu¨r die freie Oberfla¨che im Ru¨hrkesselreaktor hingegen sollte Gleichung 4.1 - 29 zutreffen, da
die Gu¨ltigkeit dieser Gleichung fu¨r verschiedene analoge Situationen bereits experimentell gezeigt
werden konnte [97, 157, 216] (vgl. auch Abschnitt 4.1.3.1, auf Seite 60).
4.1.4 Blasenzerteilung
In Abschnitt 2.2.2 (Seite 17) wurde festgestellt, daß Koaleszenz bei Bioprozessen in begasten Ru¨hr-
kesseln vernachla¨ssigt werden kann. Die Blasengro¨ße wird also von den Mechanismen bestimmt, die
die Blasen zerteilen, sofern nicht die Prima¨rblasen bereits so klein sind, daß sie allen Belastungen
im turbulenten Stro¨mungsfeld im Reaktor standhalten.
4.1.4.1 Kra¨ftebilanz
Ob eine Blase zerteilt wird, ha¨ngt von einer Kra¨ftebilanz ab – wenn die Scherkra¨fte, die auf die
Blase wirken, die Oberfla¨chenspannung u¨berwiegen, die normalerweise die Blase zusammenha¨lt,
so wird sie zerteilt.
Die Kraft, die die stro¨mende Flu¨ssigkeit auf eine Grenzfla¨che ausu¨bt, ha¨ngt von ihrer Geschwin-
digkeit ab. Der Staudruck der Flu¨ssigkeit, der identisch ist mit ihrer volumenbezogenen kinetischen
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Energie, lautet:
pv =
%
2
v2 (4.1 - 31)
Druck hat die Dimension ”Kraft je Fla¨che“; Multiplikation mit dem Blasendurchmesser dBl. als
charakteristischer La¨nge ergibt eine Gro¨ße der Dimension ”Kraft je La¨nge“. Diese Gro¨ße kann
direkt mit der Oberfla¨chenspannung σ ins Verha¨ltnis gesetzt werden, um obige Kra¨ftebilanz auf-
zustellen.
Dieses Kra¨fteverha¨ltnis wird in der dimensionslosen Weberzahl ausgedru¨ckt:
We =
%·v2·dBl.
σ
(4.1 - 32)
U¨bersteigt die reale Weberzahl an einer Blase einen kritischen Wert Wekrit., so zerreißt die
Blase. Literaturwerte fu¨r die kritische Weberzahl von Gasblasen in Wasser liegen zwischen 0,6
und 14 [237]. Neuere Arbeiten zeigen, daß der wahre Wert nahe 1 liegen muß [79].
4.1.4.2 Turbulenz
Fu¨r die Geschwindigkeit v wird in turbulenter Stro¨mung die Rotationsgeschwindigkeit derjenigen
Wirbel eingesetzt, die tatsa¨chlich die gro¨ßten Scherkra¨fte auf die Blase ausu¨ben. Dies sind dieje-
nigen Wirbel, deren Durchmesser ungefa¨hr dem Blasendurchmesser entspricht. Gema¨ß Gleichung
4.1 - 9 (Seite 57) gilt fu¨r die (Rotations-) Geschwindigkeit vλ dieser Wirbel:5
vλ =
3
√
·λ = 3
√
·dBl. (4.1 - 33)
Dies wird in Gleichung 4.1 - 32 eingesetzt, so daß folgt:
We =
%· 23 ·d
5
3
Bl.
σ
(4.1 - 34)
Hieraus la¨ßt sich der maximale stabile Blasendurchmesser dmax bestimmen [202, 314]:
dmax =
(
Wekrit.· σ
%· 23
) 3
5
= We
3
5
krit.·
(
σ
%
) 3
5 ·− 25 (4.1 - 35)
Diese Proportionalita¨t (dmax ∼ − 25 ) wurde in experimentellen Studien besta¨tigt [237].
Vero¨ffentlichte Zahlenwerte fu¨r die kritische Weberzahl variieren erheblich; dies liegt, wenig-
stens zum Teil, an unterschiedlichen Definitionen: Manche Autoren verwenden den Sauterdurch-
messer d32, andere den (stu¨ckzahlgewichteten) arithmetischen Mittelwert d10. Manche Autoren
setzen dmax mit der mittleren Blasengro¨ße einer (von turbulenter Blasenzerteilung bestimmten)
Verteilung gleich; fu¨r andere ist dmax mit der gro¨ßten in der Verteilung vorkommenden Blasengro¨ße
identisch [236].6
5An dieser Stelle wird angenommen, daß relativ kleine Wirbel, die eher nach Kolmogorov als nach Taylor zu
beschreiben sind, fu¨r die Blasenzerteilung verantwortlich sind; dies wurde durch Messungen von Turbulenzspektra
besta¨tigt [72]. Die großen Prima¨rwirbel in einem Ru¨hrkessel mit Sechs-Blatt-Scheiben-Ru¨hrer sind etwa so groß wie
die halbe Ru¨hrerblattho¨he [275]. Diese ist selbst bei kleinen Laborreaktoren erheblich gro¨ßer als die auftretenden
Gasblasen.
6Die letztgenannte Variante erscheint wenig einleuchtend – welcher Mechanismus sollte dann die Bildung aller
kleineren Blasen in der Verteilung erkla¨ren?
64 KAPITEL 4. MODELLTHEORIE
Weiterhin wurde Turbulenz experimentell auf unterschiedliche Arten (Ru¨hrer, Rohrstro¨mung) erzeugt.
Außerdem ist die Definition eines korrekten Wertes fu¨r die spezifische Energiedissipation  schwierig: In
Ru¨hrkesseln wurde z.B. nicht immer beachtet, daß die meiste eingebrachte mechanische Leistung direkt im
Bereich des Ru¨hrers dissipiert wird und dort somit eine weit u¨berdurchschnittliche Energiedissipationsrate
 herrscht.
Dynamik. Die Blasenzerteilung unterliegt einer gewissen Dynamik. Nicht jede Blase, die in
ein turbulentes Stro¨mungsfeld gera¨t, das rechnerisch zur U¨berschreitung der kritischen Weberzahl
fu¨hrt, wird sofort zerteilt. Statt dessen ha¨ngt die Wahrscheinlichkeit, daß eine Blase von einem
bestimmten Turbulenzgrad zerteilt wird, davon ab, wie lange die Turbulenz auf die Blasen ein-
wirkt. Wird diese Tatsache vernachla¨ssigt, ergibt sich bei der Anpassung von Modellparametern
an Meßwerte z.B. ein entsprechend vera¨nderterter Wert fu¨r die kritische Weberzahl.
Der Einfluß lokaler Turbulenz (Energiedissipation) auf die Partikelgro¨ße wurde auch fu¨r My-
zelflocken und Pellets hyphenbildender Pilze untersucht, wobei sich a¨hnliche Zusammenha¨nge wie
Gleichung 4.1 - 35 ergaben [255, 256, 257].
4.1.5 Dispersion
Laminare Transportvorga¨nge. Eine gelo¨ste Substanz kann sich auf Grund der Brownschen
Molekularbewegung durch ihr Lo¨sungsmittel bewegen. Wenn ein (ra¨umliches) Konzentrations-
gefa¨lle herrscht, fu¨hrt dies zu einem effektiven Massenstrom Js der gelo¨sten Komponente s; dieser
ist dem Konzentrationsgradienten dcsdx entgegengerichtet und sucht ihn auzugleichen (1. Ficksches
Gesetz):
Js = −A·D·dcsdx (4.1 - 36)
(D ist der Diffusionskoeffizient [in m2s ]; A ist die Querschnittsfla¨che des betrachteten [diffusiven]
Massenstromes.)
Diffusion ist ein rein mikroskopischer Vorgang. Ihm gegenu¨berzustellen ist der makroskopische
Stofftransport durch Konvektion. Hier wird Materie dadurch transportiert, daß das Lo¨sungsmittel
mit der Geschwindigkeit u stro¨mt und die in ihm gelo¨ste Substanz s mitnimmt:
Js = A·u·cs (4.1 - 37)
Turbulenter Stofftransport. In einem turbulenten Stro¨mungsfeld fu¨hrt das Fluid zusa¨tzlich
ungeordnete, in dieser Betrachtung mesoskopische Bewegungen aus (Turbulenzwirbel). Auch hier-
bei transportiert es gelo¨ste Substanz; da aber keine Vorzugsrichtung existiert, gleicht dieser Stoff-
transport der Diffusion: Er folgt nur einem vorhandenen Konzentrationsgefa¨lle; ohne diesen ist er
effektiv gleich null.
Dieses Pha¨nomen wird ha¨ufig Dispersion genannt. Seine mathematische Beschreibung gleicht
derjenigen der Diffusion; der molekulare Diffusionskoeffizient D wird lediglich durch den turbu-
lenzabha¨ngigen Dispersionskeffizienten Dt ersetzt. Dessen Bestimmung wird im Zusammenhang
mit der Beschreibung des k,-Turbulenzmodelles in Abschnitt 4.2.2.5 (Seite 70) beschrieben.
4.1.6 Zusammenfassung
Dieser Abschnitt (4.1) fu¨hrte zuerst mit einer anschaulichen Modellvorstellung (Wirbelgro¨ßenklas-
senkaskade) in das Pha¨nomen der Turbulenz ein. Anschließend wurde zuna¨chst die Spektralfunk-
tion E(w) des wellenzahlabha¨ngigen Energiespektrums der Turbulenz eingefu¨hrt; u¨ber einfache,
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dimensionsanalytische Ansa¨tze wurde dann eine mathematische Charakterisierung von Turbulenz
mit charakteristischen La¨ngen-, Zeit- und Geschwindigkeitsmaßen eingefu¨hrt. Diese Charakteristi-
ka werden vor allem fu¨r die jeweils kleinsten Wirbel des gesamten Turbulenzspektrums angegeben;
sie lassen sich (wiederum dimensionsanalytisch) auf die Viskosita¨t ν und die spezifische Energie-
dissipationsrate  zuru¨ckfu¨hren.
Mit Hilfe der eingefu¨hrten Turbulenzcharakteristika ko¨nnen turbulenzabha¨ngige Vorga¨nge,
na¨mlich Stoffaustausch, Blasenzerteilung und turbulente Dispersion, mit den Zustandsgro¨ßen k
und  zur modellma¨ßigen Beschreibung von Turbulenz in Beziehung gesetzt werden. Stoffaustausch
erweist sich als proportional zur vierten Wurzel der spezifischen Energiedissipationsrate . (Fu¨r
große Blasen und freie Oberfla¨chen ergibt sich alternativ eine Proportionalita¨t zur Quadratwurzel
der kinetischen Turbulenzenergie k). Die (turbulenzabha¨ngige) maximale stabile Blasengro¨ße ist
proportional zu −
2
5 .
Diffusionsvorga¨nge (einschließlich Impulstransport durch Viskosita¨t sowie Wa¨rmeleitung) wer-
den durch Turbulenz u.U. drastisch beschleunigt; der effektive Diffusionskoeffizient errechnet sich
nach Modellgleichungen, wie sie z.B. im k,-Turbulenzmodell fu¨r die numerische Stro¨mungssimu-
lation (s. na¨chsten Abschnitt) verwendet werden.
4.2 Numerische Stro¨mungssimulation
Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein Modell fu¨r Stoffaustausch und -transport in begasten Ru¨hrkes-
seln auf der Grundlage numerischer Stro¨mungssimulation entwickelt. Deswegen wird im folgenden
die grundlegende Theorie der numerischen Stro¨mungssimulation mit der Finite-Volumen-Methode
dargestellt.
4.2.1 Erhaltungsgleichungen
Die allgemeine mathematische Beschreibung von Stro¨mungsdynamik basiert auf den physikalischen
Erhaltungssa¨tzen fu¨r Masse, Impuls und (nur bei der Betrachtung von Wa¨rmetransport zusa¨tz-
lich) Energie. Fu¨r diese Erhaltungsgro¨ßen werden differentielle Bilanzgleichungen aufgestellt, die
sogenannten Navier–Stokes–Gleichungen. In ihnen werden alle Stoff- bzw. Impulstransportme-
chanismen und sonstigen Einflußfaktoren fu¨r die lokale Erhaltungsgro¨ße in einem (kleinen oder
infinitesimalen) Bilanzkontrollvolumen aufsummiert.
Die Erhaltungsgro¨ßen werden als Konzentration (Masse je Volumen, ”Partialdichte“) und vo-
lumenbezogener Impuls (Dichte mal Geschwindigkeit) ausgedru¨ckt. Zusa¨tzlich wird eine totale
Massenbilanz u¨ber alle stoﬄichen Komponenten aufgestellt.
4.2.1.1 Stofftransport
Die Grundmechanismen des Stofftransportes wurden bereits am Ende des vorigen Hauptabschnitts
beschrieben (s. Abschnitt 4.1.5). Eine Erhaltungsgleichung wird zuna¨chst grundsa¨tzlich fu¨r ein
definiertes Bilanzvolumen aufgestellt: Die zeitliche A¨nderung der Stoffmenge im Bilanzvolumen
entspricht der Summe aller ein- und ausgehenden Stoffstro¨me (Konvektion und Dispersion); hinzu
kommt ggf. Stoffproduktion oder -verbrauch, z.B. durch (bio-) chemische Reaktionen.
Chemische Komponenten. Fu¨r den einfachsten Fall eindimensionaler Stro¨mung gilt fu¨r die
zeitliche A¨nderung dcdt einer Konzentration im Bilanzvolumen V = A·∆x = A·(x2 − x1):
dm
dt
= V ·dc
dt
= Jx1 − Jx2 + S = A·(jx1 − jx2) + V ·sv
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dc
dt
= jx1−jx2x2−x1 + sv = −
∆j
∆x
+ sv (4.2 - 38)
Hier bezeichnet Jx den (gesamten) Stoffstrom an der Stelle x; jx steht fu¨r die (fla¨chenbezogene)
Stoffstromdichte, ebenfalls an der Stelle x. S ist ein Term fu¨r Produktion (Quellterm), sv = SV ist
derselbe volumenbezogen. Das Bilanzvolumen liegt zwischen den Positionen x1 und x2 > x1.
Die Bilanzgleichung entha¨lt Differenzen zwischen verschiedenen Positionen im Raum. Wenn
nun das Bilanzkontrollvolumen unendlich klein wird, findet der sog. Grenzu¨bergang statt, und
die Differenzen gehen in Differentiale u¨ber. Wir fu¨gen nun fu¨r J die Summe der Gleichungen fu¨r
Konvektion 4.1 - 37 und Diffusion 4.1 - 36 (Seite 64) ein und erhalten:
∂c
∂t
= − ∂
∂x
(u·c)︸ ︷︷ ︸
Konvektion
+
∂
∂x
(
D· ∂c
∂x
)
︸ ︷︷ ︸
Diffusion
+sv (4.2 - 39)
Diese Differentialgleichung ist die Grundlage der numerischen Stofftransportsimulation7 in einem
definierten Stro¨mungsfeld. Fu¨r den Diffusionskoeffizienten D muß in einem turbulenten Stro¨mungs-
feld der turbulente Dispersionskoeffizient Dt eingesetzt werden (vgl. Abschnitt 4.1.5, auf Seite 64).
Dessen Berechnung wird in Abschnitt 4.2.2.5 (Seite 70) beschrieben.
Gesamt-Massen-Bilanz. Gleichung 4.2 - 39 kann leicht zur Bilanzgleichung fu¨r die Gesamt-
masse umgeformt werden. Man tauscht die Konzentration c durch die Dichte % aus und erha¨lt die
sogenannte Kontinuita¨tsgleichung. Hierin muß der Quellterm sv notwendigerweise null sein, weil
die Masse eine echte Erhaltungsgro¨ße ist, und der Term fu¨r diffusiven Stofftransport fa¨llt weg:
∂%
∂t
= − ∂
∂x
(u·%) (4.2 - 40)
Vera¨nderungen der Dichte ko¨nnen sich aus der Kompressibilita¨t eines Gases, aus der vera¨nderlichen
Zusammensetzung eines Gemisches oder aus Temperaturvera¨nderungen ergeben.
4.2.1.2 Impulstransport
Die aufgestellten Gesetze fu¨r den Stofftransport ko¨nnen in analoger Weise auch auf den Transport
von Impuls angewendet werden:8
Geschwindigkeiten und Impulse sind gerichtete (vektorielle) Gro¨ßen; dies wird mathematisch
durch die Zerlegung in Komponenten entlang den Hauptrichtungen eines Koordinatensystems
realisiert:
u = i·ux + j·uy + k·uz (4.2 - 41)
Wir werden im folgenden die kompakte sog. Tensorschreibweise benutzen. Ein Index i bedeutet,
daß die Gleichung bzw. der Term fu¨r jede der drei Raumrichtungen aufzustellen ist (Einsteinsche
Summenkonvention). Ein Index j hat unabha¨ngig von i dieselbe Funktion; der doppelte Index ij
steht also fu¨r alle neun mo¨glichen Kombinationen dreier beliebiger Hauptrichtungen.
7Gemeint ist hier der Transport einer gelo¨sten chemischen Substanz im stro¨menden Fluid.
8Die Analogie zwischen dem diffusiven Transport von Masse (gelo¨stem Stoff) und Impuls ist oft unanschaulich.
Sie wird klarer, wenn man bedenkt, daß jeder diffusive Transport einem Gefa¨lle folgt – im Falle des Impulstrans-
portes einem Geschwindigkeitsgradienten (Schergefa¨lle γ˙). Dieser Impulstransport geschieht somit orthogonal zur
vorherrschenden Stro¨mungsrichtung.
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An die Stelle der Konzentration c in Gleichung 4.2 - 39 tritt der volumenbezogene Impuls %·ui;
der Diffusionskoeffizient D wird durch die kinematische Viskosita¨t ν = µ% (⇔ µ = ν·%) ersetzt:
∂(%·ui)
∂t
= − ∂
∂xj
(uj ·%·ui) + ∂
∂xj
(
µ·
[
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
komp.︷ ︸︸ ︷
−2
3
∂ul
∂xl
·δij
])
︸ ︷︷ ︸
τij
+sv +
∂p
∂xi
(4.2 - 42)
Jeder Term in dieser Gleichung entspricht dem Produkt aus einer Beschleunigung und der Dich-
te, was formal einem Druckgradienten entspricht. Der neu hinzugekommene, letzte Term ist das
Druckgefa¨lle in der Stro¨mungsrichtung xi.
Weitere Terme. Der Schubspannungstensor τij in Gleichung 4.2 - 42 entha¨lt einen mit ”komp.“
markierten Term, der die innere Reibung bei der Volumenausdehnung kompressibler Fluide be-
schreibt; dieser fa¨llt fu¨r inkompressible Fluide fort. (Er entha¨lt das Kroneckersche Delta δij ,
den analogen Tensor zur Einheitsmatrix.)
In rotierenden, rotationssymmetrischen Ra¨umen ist es effizient, in einem rotierenden Koordi-
natensystem zu rechnen. Hierfu¨r ko¨nnen die Navier–Stokes–Gleichungen auch in Zylinderkoor-
dinaten ausgedru¨ckt werden. Außerdem kommen in der Impulsgleichung fu¨r bestimmte Raumrich-
tungen spezielle Terme hinzu: In radialer Richtung wirkt die Zentrifugalkraft (volumenbezogen:
FZ = %·ω2·r), in tangentialer Richtung die Corioliskraft (volumenbezogen: FC = %·ω·ur).
Ein zusa¨tzlicher Term in einer Raumrichtung kann von der Erdbeschleunigung g herru¨hren, er
wu¨rde in Gleichung 4.2 - 42 die Form ”%·g“ haben.
4.2.2 Turbulenzterme
Turbulenz besteht aus teilweise sehr kleinra¨umigen und kurzlebigen Stro¨mungspha¨nomenen. Deren
direkte Simulation bis ins kleinste Detail ist nur mo¨glich, solange die kleinsten und gro¨ßten Turbu-
lenzstrukturen zumindest anna¨hernd in derselben Gro¨ßenordnung bezu¨glich Gro¨ße und Zeitdauer
liegen. Dies gilt nur fu¨r sehr schwache Turbulenz, im Grenzgebiet zur Laminarita¨t.
Fu¨r mittlere und hochturbulente Stro¨mungen ist die direkte numerische Simulation der
turbulenten Geschwindigkeitsschwankungen und Wirbelsysteme nicht praktikabel (vgl. Ab-
schnitt 4.2.4.3, auf Seite 74). Statt dessen wird Turbulenz i.d.R. ”makroskopisch“ beschrieben,
indem mathematische Beziehungen fu¨r die von der Turbulenz vermittelten zusa¨tzlichen Trans-
portpha¨nomene aufgestellt werden.
Im folgenden soll erla¨utert werden, wie diese zusa¨tzlichen, turbulenzabha¨ngigen Transport-
vorga¨nge auf die oben eingefu¨hrten Turbulenzgro¨ßen k und  zuru¨ckgefu¨hrt werden ko¨nnen (vgl.
Abschnitt 4.1.2, auf Seite 55). Es werden sich hierbei zusa¨tzliche Terme fu¨r die Auswirkun-
gen von Turbulenz in den oben aufgestellten Navier-Stokes-Gleichungen (Gleichung 4.2 - 39
und 4.2 - 42) ergeben.
4.2.2.1 Reynoldssche Zeitmittelung
In turbulenter Stro¨mung ist die globale Stro¨mung von lokalen, stochastischen Geschwindigkeits-
schwankungen der Turbulenzwirbel u¨berlagert:
ui = ui + u′i (4.2 - 43)
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Hierin steht ui stellvertretend fu¨r alle auftretenden Gro¨ßen, auch skalare wie z.B. Konzentrationen.
Mittelt man ui kontinuierlich u¨ber einen Zeitraum, der die Zeitkonstante der gro¨ßten vorkommen-
den Turbulenzwirbel deutlich u¨bersteigt, erha¨lt man ui [262, 127].
Gleichung 4.2 - 43 (im vorigen Absatz) wird in die Navier–Stokes–Gleichungen 4.2 - 39
(Seite 66) und 4.2 - 42 eingesetzt. Nach Trennung der Variablen ui und u′i erha¨lt man die –
den Navier–Stokes–Gleichungen sehr a¨hnlichen – sog. Reynolds–Gleichungen. Diese enthalten
statt ui nun ui. Außerdem kommt jeweils ein sog. Reynoldsterm hinzu: Fu¨r chemische Kompo-
nenten (Gl. 4.2 - 39 [S. 66]) lautet dieser ”−
∂
∂x(u
′·c′)“; in der Impulsgleichung (Gl. 4.2 - 42 [S. 67])
heißt er ”−
∂
∂xj
(%·u′i·u′j)“.
Der Ausdruck %·u′i·u′j ist der Reynoldssche Schubspannungstensor τ ′ij . Er ist ein symme-
trischer Tensor, weil fu¨r ihn die Gleichung u′i·u′j = u′j ·u′i gilt; er wird also durch sechs Skalare
eindeutig beschrieben.
Die turbulenten Geschwindigkeitsschwankungen verursachen also zusa¨tzliche Scherkra¨fte und
Massenstro¨me (gelo¨ster Komponenten) in der Flu¨ssigkeit. Zur Stro¨mungs- und Stofftransportbe-
rechnung mu¨ssen diese durch andere, faßbare Gro¨ßen zur Beschreibung der Turbulenz ausgedru¨ckt
werden.
4.2.2.2 Boussinesq-Hypothese
Nach der 1877 von Boussinesq eingefu¨hrten Annahme haben die von der Turbulenz hervorge-
rufenen zusa¨tzlichen Stoffstro¨me und Schubspannungen (Scherkra¨fte = Impulsstro¨me) keine Vor-
zugsrichtung und sind formal rein diffusiver Natur [40, 127]. Die Flußdichte und Schubspannungen
werden daher in Analogie zu den diffusiven Termen der Navier-Stokes-Gleichungen (4.2 - 39
und 4.2 - 42, auf Seite 67) neu formuliert:
u′·c′ = −Dt· ∂c
∂x
(4.2 - 44)
τ ′ij = %·u′i·u′j = −µt·
(
∂ui
∂uj
+
∂uj
∂ui
)
+
komp.︷ ︸︸ ︷
%·2
3
·k·δij (4.2 - 45)
Hierin ist k die spezifische (massenbezogene) kinetische Turbulenzenergie (vgl. Gleichung 4.1 - 5,
auf Seite 56):
k =
1
2
∑
i
u′i
2 (4.2 - 46)
4.2.2.3 Prandtl-Hypothese
Die turbulenten Dispersionskoeffizienten Dt fu¨r Stoff und µt fu¨r Impuls (turbulente Viskosita¨t)
mu¨ssen fu¨r die Stro¨mungsberechnung durch zuga¨ngliche Gro¨ßen ausgedru¨ckt werden.
Die turbulente Viskosita¨t ist u¨ber die Reynoldsschen Schubspannungen τ ′ij definiert:
τ ′ij = −µt·
∂ui
∂xj
(4.2 - 47)
Eine Schubspannung ist identisch mit der (fla¨chenbezogenen) Stromdichte ψ˙ des Impulses Ψ =
= m·u durch eine Fla¨che A. Der Impuls wird durch die Turbulenzwirbel transportiert. Prandtl
fu¨hrte 1925 an dieser Stelle die Vorstellung einer mittleren freien Wegla¨nge (”Mischungsla¨nge“)
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` fu¨r die Turbulenzwirbel ein. Mit der Wirbelgeschwindigkeit u′ und der mittleren (globalen)
Stro¨mungsgeschwindigkeit u gilt [84, 248]:
τ ′ij = −%·u′·`·
∂ui
∂xj
(4.2 - 48)
Die Wirbel- oder Schwankungsgeschwindigkeit u′ kann ihrerseits durch die Prandtlsche Mi-
schungsla¨nge ` ausgedru¨ckt werden:
|u′| = `·
∣∣∣∣∣∂ui∂xj
∣∣∣∣∣ (4.2 - 49)
Es ergibt sich fu¨r den Reynoldsschen Schubspannungstensor:
τ ′ij = −%·`2·
∣∣∣∣∣∂ui∂xj
∣∣∣∣∣ ·∂ui∂xj (4.2 - 50)
Fu¨r die turbulente Viskosita¨t µt gilt somit:
µt = %·`2·
∣∣∣∣∣∂ui∂xj
∣∣∣∣∣ (4.2 - 51)
4.2.2.4 Kolmogorov-Gleichung
Nach der Prandtlschen Hypothese (s. vorigen Abschnitt) entspricht die kinematische turbulente
Viskosita¨t νt = µt% dem Produkt aus der Prandtlschen Mischungsla¨nge ` und einer charakteri-
stischen Geschwindigkeit:
νt = `2·
∣∣∣∣dudx
∣∣∣∣; νt ∼ `·|u′| (4.2 - 52)
Der mittlere Betrag der Geschwindigkeitsschwankungen kann auf die spezifische kinetische Turbu-
lenzenergie k zuru¨ckgefu¨hrt werden:
|u′| =
√
u′2 ≈
√
u′2 =
√
2·k (4.2 - 53)
Die u.a. von Kolmogorov dimensionsanalytisch gewonnene Gleichung 4.1 - 9 (Seite 57)
kann mit der Definitionsgleichung fu¨r die spezifische kinetische Energie (Gl. 4.1 - 5 [S. 56] bzw.
Gl. 4.2 - 53) kombiniert werden. Dabei erha¨lt man die folgende, sog. Kolmogorovsche Glei-
chung [170] fu¨r die La¨nge Λ der großen, energiereichen Wirbel:
Λ ∼ k
3
2

(4.2 - 54)
Diese Gro¨ße wird fu¨r die Prandtlsche Mischungsla¨nge ` in Gleichung 4.2 - 52 eingesetzt.
Fu¨r die turbulente Viskosita¨t µt ergibt sich somit die sog. Prandtl–Kolmogorov–Bezie-
hung:
µt = Cµ·%·k
2

(4.2 - 55)
Hierin ist Cµ eine Proportionalita¨tskonstante. Sie muß empirisch bestimmt werden; ihr Wert be-
tra¨gt Cµ = 0,099. Mit dieser Gleichung kann also endlich der Impulstransport vollsta¨ndig formu-
liert werden, wofu¨r dann lokal die Gro¨ßen k und  bekannt sein mu¨ssen (s. dazu den folgenden
Abschnitt).
9Das spa¨ter mit der Theorie der Renormalisierungsgruppen aufgestellte RNG–k,–Modell ermo¨glichte eine theo-
retische Bestimmung des Wertes zu Cµ = 0,0845 [95].
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4.2.2.5 Andere Dispersionskoeffizienten
Zur Definition des turbulenten Dispersionskoeffizienten Dt (s. Abschnitte 4.1.5 [S. 64] und 4.2.2.2
[S. 68]) wird eine turbulente Schmidtzahl Sct definiert [311]:
Sct =
µt
%·Dt (4.2 - 56)
Sie macht Dt direkt abha¨ngig von der im vorigen Abschnitt zuga¨nglich gemachten turbulenten
(oder ”Wirbel-“) Viskosita¨t µt.
Ganz analog zur Schmidtzahl wurde fu¨r turbulenzabha¨ngigen Wa¨rmetransport eine entspre-
chende Prandtlzahl aufgestellt [311]:
Prt =
µt·cp
ζ
(4.2 - 57)
Diese Gro¨ße wurde vielfach experimentell untersucht [38]. Die gefundenen Werte fu¨r Prt variieren
ungefa¨hr zwischen 0,2 und 2,4; fernab von der Wand ha¨ufen sie sich knapp unter 1. Fu¨r die
turbulente Schmidtzahl Sct kann vollsta¨ndige Analogie angenommen werden. (Im numerischen
Modell der vorliegenden Arbeit wurde der kommerziell empfohlene Wert 0,7 verwendet [95].)
4.2.3 Das k,–Turbulenzmodell
Mit den gefundenen Beziehungen ko¨nnen Impuls- und Stofftransport nun abha¨ngig von den
Turbulenzparametern k und  formuliert werden; die turbulenzabha¨ngigen Parameter in den
Reynoldsschen Transportgleichungen (Abschnitt 4.2.2.1, auf Seite 68) werden durch diese Gro¨ßen
ausgedru¨ckt.
4.2.3.1 Transportgleichungen
Fu¨r eine vollsta¨ndige Stro¨mungsberechnung ist es notwendig, die Gro¨ßen k und  an jedem Punkt
im Berechnungsgebiet genau zu kennen. Somit mu¨ssen auch fu¨r diese Gro¨ßen, wie fu¨r die urspru¨ng-
lichen Unbekannten (Masse und Impuls), Bilanzgleichungen aufgestellt werden.
Transportgleichung fu¨r k. Fu¨r die (spezifische) kinetische Turbulenzenergie k gilt folgende
Bilanzgleichung (vgl. z.B. Gleichung 4.2 - 39, auf Seite 66):
∂(%·k)
∂t
= − ∂
∂x
(u·%·k) + ∂
∂x
(
Γk·∂(%·k)
∂x
)
+ %·Pk − %· (4.2 - 58)
Die (volumenbezogene) Produktion Pk kinetischer Turbulenzenergie ist [95]:
Pk = νt·
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
·∂ui
∂xj
= τij ·~~γ (4.2 - 59)
Wenn die Fluiddichte nicht konstant ist, kann Gravitation zusa¨tzliche Turbulenz produzieren; dies
soll hier vernachla¨ssigt werden.
Transportgleichung fu¨r . Die Transportgleichung fu¨r die Dissipationsrate  der kinetischen
Turbulenzenergie entha¨lt mehrere empirische Parameter Cξ [327]:
∂%·
∂t
= − ∂
∂x
(u·%·) + ∂
∂x
(
Γ·∂(%·)
∂x
)
+ C1·%· 
k
·Pk − C2·%·
2
k
(4.2 - 60)
Die Werte der Parameter wurden empirisch bestimmt zu C1 = 1,44 und C2 = 1,92 [169]. Einzel-
heiten u¨ber die Quellen- und Senkenterme wurden u.a. von W. Rodi [269, 270] vero¨ffentlicht.
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Weitere Dispersionskoeffizienten. Die neuen Transportgleichungen enthalten weitere Disper-
sionskoeffizienten, Γk und Γ. Sie haben, wie Dt = Γc und νt = Γu, die Einheit [ΓΦ] = 1 m2s . Sie
werden folgendermaßen definiert:
ΓΦ =
νt
ςΦ
(4.2 - 61)
Der dimensionslose Divisor ςΦ wird empirisch bestimmt und liegt fu¨r alle Gro¨ßen nahe an 1: ςu
!= 1;
ςc = Sct = 0,7; ςk = 1,0; ς = 1,3 [170, 169]. Die Zahlen ςk und ς werden (wegen der Analogie zur
Schmidtzahl) oft als Prandtlzahlen bezeichnet.
4.2.3.2 Turbulenz in Wandna¨he
Turbulenz wird in der Na¨he einer Wand von dieser geda¨mpft; unter mehreren U¨bergangsbereichen
liegt direkt an der Wand ein du¨nner, laminarer Flu¨ssigkeitsfilm (Prandtlsche Grenzschicht). Bei
der Simulation turbulenter Stro¨mungen muß der U¨bergang zwischen laminarem Grenzfilm und
turbulenter Freifeldstro¨mung beschrieben werden, um den Einfluß der Wand auf die Stro¨mung
korrekt einzubeziehen.
Dimensionslose Gro¨ßen. Zur Beschreibung wandnaher Stro¨mungen wird zuna¨chst in Ab-
ha¨ngigkeit von der lokalen Schubspannung τ eine charakteristische Schergeschwindigkeit u∗ de-
finiert [299]:
u∗ =
√
τ
%
(4.2 - 62)
Mit dieser charakteristischen Schergeschwindigkeit ko¨nnen nun eine dimensionslose Geschwin-
digkeit u+ (entlang der Wand) und eine dimensionslose Ortskoordinate y+ (senkrecht zur Wand)
definiert werden [311]:
u+ =
u
u∗
(4.2 - 63)
y+ =
y·u∗
ν
(4.2 - 64)
Mit diesen Gro¨ßen lassen sich nun die Ergebnisse aus eingehenden Untersuchungen wandnaher
turbulenter Stro¨mungen beschreiben.
von Karman-Profil. Das Geschwindigkeitsprofil einer turbulenten Stro¨mung in Wandna¨he
kann auch fu¨r einfache Geometrien nur teilweise analytisch hergeleitet werden [84]; der gro¨ßere
Anteil muß empirisch beschrieben werden.
Das sog. von Karmansche Geschwindigkeitsprofil zerfa¨llt in verschiedene Bereiche:
• Im Bereich y+ < 5 liegt der laminare Grenzfilm mit dem fu¨r ihn gu¨ltigen laminaren Schub-
spannungsgesetz:
u+ = y+ (4.2 - 65)
• Diesem folgt eine Puffer- oder U¨bergangszone im Bereich 5 ≤ y+ < 30 [311] oder 5 ≤ y+ ≤
60 [95]:
u+ = 5· ln y+ − 3 (4.2 - 66)
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• Nach außen (von der Wand aus) schließt sich der voll turbulente Bereich innerhalb der sog.
inneren Wandstro¨mung an. Fu¨r ihn gilt das sogenannte ”logarithmische Wandgesetz“; es
lautet, fu¨r y+ > 30 (bzw. y+ > 60):
u+ = 2,5· ln y+ + 5 (4.2 - 67)
Die Dicke dieses logarithmischen Bereiches ist bereits von der Geometrie der Wand abha¨ngig;
sein a¨ußeres Ende ist das Ende des inneren Teils der Wandstro¨mung.
• Der a¨ußere Teil der Wandstro¨mung stellt den letzten U¨bergang zur Freifeldstro¨mung dar; sei-
ne Form (das Geschwindigkeitsprofil) ist von der Geometrie des Stro¨mungsgebietes abha¨ngig.
Mit diesen Beziehungen ist es mo¨glich, in der numerischen Stro¨mungssimulation einen (empi-
rischen) U¨bergang vom wandna¨chsten Berechnungspunkt bis zur Wand herzustellen. Die analyti-
schen Funktionen lassen sich bis zum wandna¨chsten Berechnungspunkt integrieren, solange dieser
im sog. inneren Teil der Wandstro¨mung liegt. Mit dem k,-Modell ist es auf diesem Wege auch
mo¨glich, Wandschubspannungen an den begrenzenden Wa¨nden um eine turbulente Stro¨mung zu
berechnen [106, 214].
4.2.3.3 Schwa¨chen des k,-Modelles
Die Scherkra¨fte im Schubspannungstensor ko¨nnen eingeteilt werden in lineare und Rotations-
komponenten. In Gleichung 4.2 - 59 (Seite 70) fu¨hren lineare Scherkra¨fte grundsa¨tzlich zu Tur-
bulenzproduktion, obwohl sie unter bestimmten Bedingungen statt dessen Turbulenz auslo¨schen
ko¨nnen [95]. Dies fu¨hrt zu einer U¨berscha¨tzung der Turbulenzproduktion durch das k,–Modell;
diese wirkt sich besonders dort aus, wo große positive oder negative Beschleunigungen wirken.
Wenn z.B. eine freie, lineare Stro¨mung ein relativ kleines Hindernis umstro¨mt, kommt es dahin-
ter ha¨ufig zur Bildung und Ablo¨sung makroskopischer Wirbel (von Karmansche Wirbelstraße).
Diese Wirbel fehlen sehr oft in entsprechenden Simulationsrechnungen mit dem k,-Modell, weil die
im U¨bermaß vorausgesagte Turbulenz solche Pha¨nomene ausda¨mpft, bevor sie sich voll ausbilden
ko¨nnen. Dies geschieht, weil hier (bei Stromlinienkru¨mmung und Wirbelbildung) die turbulente
Wirbelviskosita¨t vom Modell zu hoch vorausgesagt wird [138].
4.2.4 Andere Turbulenzmodelle
In der Literatur u¨ber die Stro¨mungssimulation in Ru¨hrkesseln werden verschiedene Alternativen
zum k,-Turbulenzmodell beschrieben, die im folgenden kurz genannt und eingeordnet werden
sollen.
4.2.4.1 Modifizierte k,–Modelle
In Abschnitt 4.2.3.3 wurden Einschra¨nkungen in der Anwendbarkeit des beschriebenen k,-
Turbulenzmodelles erwa¨hnt. Diese beziehen sich vor allem auf minderturbulente Stro¨mungen, in de-
nen das Modell zu hohe Turbulenzgrade und zu starke Da¨mpfung mesoskopischer Stro¨mungspha¨no-
mene vorhersagt. Außerdem unterliegt das k,-Modell der inha¨renten Limitierung durch die in der
Boussinesq-Hypothese festgelegte Annahme isotroper Turbulenz.
Da¨mpfungsfaktoren. Um das k,–Modell fu¨r schwachturbulente Stro¨mungen, auch im U¨ber-
gangsbereich zur Laminarita¨t, verwendbar zu machen, wurden verschiedene Modifikationen vor-
geschlagen. Diese bestehen z.B. in einem Faktor fµ ∈ [0; 1] in der Gleichung 4.2 - 55 (Seite 69) fu¨r
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die turbulente Wirbelviskosita¨t µt. Dieser Faktor wird abha¨ngig von der Wandna¨he [84] (s. Ab-
schnitt 4.2.3.2, auf Seite 71) oder von einer speziellen turbulenten Reynoldszahl Re˜ = k
2
ν·˜ ausge-
dru¨ckt [169]. Hierbei ist ˜ der nach spezieller Definition berechnete isotrope Anteil der Energiedissi-
pation . Entsprechende Anpassungsterme werden auch in der Bilanzgleichung fu¨r die (spezifische)
Energiedissipation  eingefu¨hrt.
Zusa¨tzlicher Term. Das Standard-k,-Modell sagt mit Gleichung 4.2 - 55 (Seite 69) u.U. zu
hohe Wirbelviskosita¨ten voraus. Chen und Kim schlugen deswegen 1987 einen zusa¨tzlichen Quell-
term in der Transportgleichung 4.2 - 60 (Seite 70) fu¨r die Energiedissipationsrate  vor [138]:
+ C3·%· 1k ·P 2k . Dieser erho¨ht die Dissipationsrate, was sowohl zu einem schnelleren Abbau der Tur-
bulenz als auch zu niedrigerer Wirbelviskosita¨t fu¨hrt. Dieses Modell zeigte Vorteile bei der Ru¨hrer-
simulation mit einem Ru¨hrer-Ersatz-Modell [139, 140] (vgl. Abschnitt 3.3.3.1, auf Seite 42).10
Anisotropie–Term. Ju et al. (1990) fu¨hrten eine gewisse Anisotropie in das k,-Modell
ein [143]: Sie machten die turbulenzabha¨ngigen Dispersionskoeffizienten (Wirbelviskosita¨t sowie
turbulente Schmidt- und Prandtlzahl) im Ausstrombereich eines Ru¨hrers richtungsabha¨ngig.
Auch dieser Weg wurde zur Verbesserung einer Simulation mit Ru¨hrer-Ersatz-Modell verwendet
(vgl. hierzu Abschnitt 3.3.3, auf Seite 42); er diente also u.U. nur dem Auskorrigieren von Pseu-
doturbulenz in den Ru¨hrer-Randbedingungen (s. Abschnitt 4.1.1.2, auf Seite 55).
4.2.4.2 Anisotrope Turbulenzmodelle
Alle bisher vorgestellten Turbulenzmodelle basieren auf der Boussinesq–Hypothese (Abschnitt
4.2.2.2, auf Seite 68). Diese beinhaltet die Annahme, daß Scherung γ˙ und Schubspannung τ im tur-
bulenten Stro¨mungsfeld immer dieselbe Richtung haben. Anders ausgedru¨ckt hat an einem Punkt
im Raum die turbulente Wirbelviskosita¨t µt grundsa¨tzlich denselben Wert in allen Wirkrichtungen.
“Reynolds-stress-model” Diese Annahme von Isotropie ist aber z.B. in wandnahen oder stark
in sich rotierenden (torquierten) Stro¨mungen nicht haltbar. Die kinetische Turbulenzenergie k muß
in Komponenten der einzelnen Raumrichtungen (lineare und Rotationskomponenten) aufgegliedert
werden. Der Tensor der Reynoldsschen Schubspannungen ist ein symmetrischer Tensor; insge-
samt sind also sechs einzelne Komponenten der kinetischen Turbulenzenergie zu bilanzieren. Hinzu
kommt die Bilanzgleichung fu¨r die spezifische Energiedissipation .
Insgesamt sind mit dem Reynolds-stress-model also sieben Bilanzgleichungen zu lo¨sen statt,
wie mit dem k,–Modell, lediglich zwei [62]. Das macht seine Anwendung sehr rechenzeitaufwendig.
“algebraic stress model” Um dem extremen numerischen Aufwand des Reynolds-stress-
model zu entgehen, wurde versucht, die Anisotropie anderweitig in das k,–Turbulenz–Modell ein-
zubinden [105]. Hierbei wird die Annahme zu Grunde gelegt, daß die charakterisierende Richtung
im anisotropen dispersiven Impulstransport die Richtung des lokalen Gradienten der spezifischen
kinetischen Turbulenzenergie k ist.
Auf dieser Grundlage wurden auch weitere, sog. ”nichtlineare“ k,`- und k,–Turbulenz–Modelle
entwickelt [298]. (”`“ steht fu¨r die Prandtlsche Mischungsla¨nge, eine gelegentlich statt der tur-
bulenten kinetischen Energie verwendete Modellgro¨ße in Zweigleichungsturbulenzmodellen.)
10Dies bedeutet nicht unbedingt, daß dieses modifizierte Turbulenzmodell grundsa¨tzlich dem Standard-k,-Modell
u¨berlegen ist, solange die Eingabedaten fu¨r das verwendete Ru¨hrer-Ersatz-Modell nicht u¨ber jeden Zweifel erhaben
sind.
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4.2.4.3 Direkte Turbulenzsimulation, DNS & LES
Modernste Hochleistungsrechner o¨ffnen neue Wege der Turbulenzmodellierung. Hier wird Turbu-
lenz nicht mehr in pha¨nomenologischen Gleichungen formuliert, sondern direkt von der diskreten
Formulierung des numerischen Modells aufgelo¨st. (Vgl. auch Abschnitt 4.2.2 [S. 67].)
Direkte numerische Simulation. Theoretisch ist es denkbar, die unregelma¨ßigen Anteile der
Stro¨mung, aus denen Turbulenz besteht, in instationa¨rer, ra¨umlich hochauflo¨sender Stro¨mungs-
simulation direkt zu simulieren (DNS, direkte numerische Simulation). Gleichungen 4.1 - 15 und
4.1 - 16 in Abschnitt 4.1.2.2 auf Seite 57 zeigen, daß bei sehr kleinen Energiedissipationsraten
(also auch Leistungseintra¨gen) relativ große Werte fu¨r die Gro¨ße und Zeitkonstante der kleinsten
vorkommenden Wirbel resultieren.
In schwach turbulenten Stro¨mungen, und vor allem in solchen im U¨bergangsbereich zwischen
Laminarita¨t und Turbulenz, ist es also mit einer endlichen Anzahl von Gitterzellen (s.u., Ab-
schnitt 4.2.5.2, auf Seite 77) und Zeitschritten mo¨glich, die Turbulenzwirbel tatsa¨chlich direkt zu
beschreiben. Besonders in diesen Bereichen haben gewo¨hnliche Turbulenzmodelle nur beschra¨nkte
Gu¨ltigkeit, so daß diese Alternative zunehmend an Bedeutung gewinnen wird.
“large eddy simulation”. Fu¨r ho¨herturbulente Stro¨mungen setzt die Kleinheit und Schnel-
ligkeit der Turbulenzwirbel nach wie vor unberu¨hrbare Grenzen. Hier kann es aber trotzdem von
großem Interesse sein, wenigstens bis hinab zu einer bestimmten Auflo¨sung die Turbulenzwirbel
direkt zu modellieren. Mit (mathematisch formulierten) spektralen Filtern ist es mo¨glich, die Wir-
kung eines k,-Turbulenzmodelles auf kleine Wirbel unterhalb einer charakteristischen La¨nge zu
beschra¨nken. Gro¨ßere Wirbel entwickeln sich dann in einem hinreichend feinen Diskretisationsgit-
ter in Form direkter numerischer Simulation.
Diese Methode erfordert ein hohes, aber sinnvoll begrenzbares Maß an Rechenaufwand und
Arbeitsspeicher. Sie bietet die vorteilhafte Mo¨glichkeit, die mehr oder minder anisotropen Turbu-
lenzanteile kleiner Wellenzahl (große Wirbel) direkt (numerisch) zu simulieren. So ko¨nnen bedeu-
tende Unsicherheiten in den Simulationen ausgera¨umt werden; auf die Kleinwirbelbereiche (ho¨here
Wellenzahlen) sind die (Isotropie annehmenden) Turbulenzmodelle wesentlich zuverla¨ssiger anzu-
wenden.
DNS und LES sind im Moment weitgehend auf spezielle Turbulenzuntersuchungen im For-
schungsbereich beschra¨nkt; zur zuku¨nftigen Untersuchung der hypothetischen Anisotropie an
Ru¨hrerbla¨ttern erscheinen solche Methoden aber sehr empfehlenswert. Im Bereich direkter numeri-
scher Turbulenzsimulation kann die Methode der “lattice gas automata” ihre Vorteile entfalten [76]
(vgl. auch Abschnitt 4.2.5.2 [S. 79]). Abbildung 4.3 zeigt das Beispiel einer Momentaufnahme aus
einer solchen Simulationsrechnung [87].
4.2.5 Numerische Behandlung
Die aufgestellten Differentialgleichungen (Navier-Stokes-Gleichungen) sind so komplex und zu-
dem miteinander gekoppelt, daß eine analytische Lo¨sung ho¨chstens in extrem einfachen Geometrien
mo¨glich ist. Im Normalfall ist nur eine numerische Behandlung der zu diesem Zweck linearisier-
ten und (ra¨umlich wie zeitlich) diskretisierten Gleichungen mo¨glich. Diese soll im folgenden kurz
beschrieben werden.
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Abbildung 4.3: Beispiel fu¨r eine Momentaufnahme aus einer large-eddy–Simulation [87]. Es ist
der horizontale Querschnitt durch einen Ru¨hrkessel mit vier Stro¨mungsbrechern und Sechs-Blatt-
Scheiben-Ru¨hrer zu sehen (Schnitt genau in der Ru¨hrerebene).
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4.2.5.1 Randbedingungen
Zur Lo¨sung der Differentialgleichungen mu¨ssen grundsa¨tzlich Randbedingungen an allen Begren-
zungen des Berechnungsgebietes definiert werden. (Zusa¨tzlich ko¨nnen, z.B. in Form des Ru¨hrer-
Ersatz-Modelles, auch ”Randbedingungen“ im Inneren des Simulationsgebietes eingesetzt werden;
vgl. hierzu Abschnitt 3.3.3 [S. 42].)
Wandhaftbedingung. Direkt an jeder (feststehenden) Wand gilt die sogenannte Haftbe-
dingung; das bedeutet, daß die Geschwindigkeit des Fluides in allen drei Raumrichtungen gleich
null sein muß. Am ersten Berechnungspunkt in Wandna¨he kann Bewegung parallel zur Wand auf-
treten. Zwischen der Wand und diesem ersten Berechnungspunkt wird in laminarer Stro¨mung ein
lineares Schergefa¨lle angenommen; in turbulenter Stro¨mung gilt das von Karmansche Geschwin-
digkeitsprofil (s. Abschnitt 4.2.3.2, auf Seite 71). Wenn sich eine Wand im Berechnungsgebiet
bewegt, so gilt deren Geschwindigkeit genau als die Randbedingung fu¨r das stro¨mende Fluid in
unmittelbarer Wandna¨he.
Freie Oberfla¨che. Eine freie Flu¨ssigkeitsoberfla¨che wird bei Ru¨hrkesselsimulationen zumeist
als ebene Grenzfla¨che aufgefaßt. Hier herrscht aber keine Haftbedingung wie an Wa¨nden. Fu¨r
Komponenten der Stro¨mungsgeschwindigkeit entlang dieser Fla¨che wird statt dessen vorgegeben,
daß die Steigung des Geschwindigkeitsprofils null sein muß (Gradientenfreiheit). Dies erzwingt die
Logik, weil keinerlei Scherkra¨fte solche Geschwindigkeitsgradienten verursachen ko¨nnten. Lediglich
in Richtung normal (orthogonal) zur Wand muß die Geschwindigkeit weiterhin gleich null sein.
Skalare Gro¨ßen. Viele weitere skalare Gro¨ßen werden bei der numerischen Stro¨mungssimu-
lation behandelt; dies sind z.B. Druck, Temperatur und Massenanteile (Konzentrationen) chemi-
scher Komponenten in einer Mischung.
Fu¨r viele dieser skalaren Gro¨ßen gilt an allen Wa¨nden sinngema¨ß dasselbe wie fu¨r die Tangen-
tialgeschwindigkeit an der freien Oberfla¨che: Da keine Einflu¨sse aus der Wand heraus auf diese
skalaren Gro¨ßen wirken ko¨nnen, mu¨ssen die Steigungen der Gradienten dieser skalaren Gro¨ßen
direkt an der Wand gleich null sein.
Austauschvorga¨nge (Wa¨rmeu¨bergang an Wa¨nden, Stoffu¨bergang an der freien Oberfla¨che)
fu¨hren zu anderen Randbedingungstypen, bei denen mehr oder weniger feste Zahlenwerte fu¨r
die skalare Gro¨ße am Rande des Rechengebietes vorgegeben werden.
Turbulenzgro¨ßen. Es verbleiben, als zusa¨tzliche skalare Gro¨ßen, die Turbulenzgro¨ßen k und
. Fu¨r sie gelten teilweise spezielle Randbedingungen:
Fu¨r die (spezifische) kinetische Turbulenzenergie k gilt, wie fu¨r andere Skalare, Gradienten-
freiheit an der Wand. Fu¨r die (spezifische) Produktionsrate Pk der kinetischen Turbulenzenergie
(Gleichung 4.2 - 59 auf Seite 70) wird in direkter Wandna¨he Gleichgewicht mit der spezifischen
Energiedissipationsrate  angenommen [170]. So ergibt sich die Randbedingung der einen Glei-
chung aus der Lo¨sung der anderen; diese besondere Kopplung stellt besondere Anforderungen an
den numerischen Lo¨ser.
4.2.5.2 Finite-Volumen-Methode
Zur numerischen Lo¨sung von Differentialgleichungen und -gleichungssystemen mu¨ssen diese (linea-
risiert und) diskretisiert werden. Dazu existieren verschiedene Methoden, von denen vor allem die
Finite-Elemente- und die Finite-Volumen-Methode regelma¨ßig verwendet werden.
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Im Rahmen dieser Arbeit wurde die Finite-Volumen-Methode eingesetzt: Das gesamte Be-
rechnungsgebiet wird in eine endliche Anzahl kleiner Kontrollvolumina unterteilt. In jedem dieser
Volumenelemente werden die Differentialgleichungen durch einfache Bilanzen zu- und abgehender
Flu¨sse der physikalischen Erhaltungsgro¨ßen (Masse und Impuls) approximiert. Fu¨r die Berech-
nung werden die Gro¨ßen jeweils fu¨r die ra¨umliche Position des Zentrums (Schwerpunktes) eines
jeden Kontrollvolumens gespeichert [241, 95]. Da fu¨r jedes einzelne Kontrollvolumen Bilanzen auf-
gestellt und Erhaltungssa¨tze durch den Lo¨ser erzwungen werden, mu¨ssen diese in der globalen
Lo¨sung ebenfalls erfu¨llt sein. Diese Eigenschaft zeichnet die Finite-Volumen-Methode gegenu¨ber
anderen Verfahren aus.
Diskretisierungsgitter. Fu¨r die Finite-Volumen-Methode muß das Berechnungsvolumen in
eine endliche Anzahl definierter Kontrollvolumina eingeteilt werden. In der Anfangszeit der
numerischen Stro¨mungssimulation bestanden die Gitter ausschließlich aus quadratischen bzw.
wu¨rfelfo¨rmigen Gitterzellen; schra¨ge und gekru¨mmte Berandungen des Rechengebietes mußten
durch Treppen angena¨hert werden, indem einzelne Zellen entfernt und durch entsprechende Rand-
bedingungen ersetzt wurden. In diesen einfachen Gittern ergab sich die ra¨umliche Position einer
Zelle eindeutig aus Gitterschrittweite und Zellindizierung; die Nachbarschaftsverha¨ltnisse zueinan-
der waren klar strukturiert, was die Programmierung effizienter Lo¨ser ermo¨glichte.
Randangepaßte Gitter. Spa¨ter wurden, zur genaueren Abbildung der realen Geometrie
in die numerische Simulation, die Gitterlinien an die vorgegebenen Verla¨ufe der Ra¨nder des
Stro¨mungsgebietes angepaßt. Damit wurde es no¨tig, Position, Form und Gro¨ße einer jeden Git-
terzelle separat zu speichern und bei der Bilanzierung (Lo¨sung der Navier-Stokes-Gleichungen
zu beru¨cksichtigen. Dementsprechend stieg der Aufwand fu¨r Programmierung und Ausfu¨hrung
der Berechnungen. Damit wurde aber eine wesentlich genauere numerische Stro¨mungssimulation
mo¨glich.
Topologische Struktur. Lange Zeit besaßen die variabel geformten Netze immer noch die
Topologie (d.h. die logischen Verknu¨pfungen und Nachbarschaftsverha¨ltnisse der Zellen unter-
einander) von einfachen Vierecks- (zweidimensional) bzw. Wu¨rfelgittern (dreidimensional). Dies
machte die Erzeugung solcher Gitter in komplizierten Geometrien a¨ußerst umsta¨ndlich. (Jede Git-
terlinie mußte genau von einer der sechs [topologischen] Seiten des Rechengebietes bis zur ”ge-
genu¨berliegenden“ Seite durchgehen.) Viele Geometrien (z.B. eine Kugel) ließen sich nur mit stark
verzerrten Gitterzellen ”vernetzen“, was die Geschwindigkeit und Genauigkeit der Simulationen
beeintra¨chtigte.
Unstrukturierte Gitter. Aus der numerischen Strukturmechanik mit der Finite-Elemente-
Methode sind seit langem Netze aus Dreiecken (zweidimensional) bzw. Tetraedern (dreidimensio-
nal) bekannt. Mit solchen Gittern lassen sich vollautomatisch beliebige Geometrien ”vernetzen“,
d.h. in eine Anzahl finiter Kontrollvolumina diskretisieren. Mittlerweile existieren leistungsfa¨hi-
ge Lo¨ser fu¨r die numerische Stro¨mungssimulation (nach der Finite-Volumen-Methode) in solchen
vollautomatisch generierten Gittern [96].
Interpolation. Bei der Finite-Volumen-Methode werden Flu¨sse bilanziert, die durch die Grenz-
fla¨chen eines Kontrollvolumens in dieses hinein oder aus ihm heraus treten. Dafu¨r mu¨ssen z.B.
die Geschwindigkeiten und Konzentrationen bekannt sein, die genau am Ort dieser Grenzfla¨chen
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herrschen. Andererseits ergibt die Finite-Volumen-Methode aber nur Ergebnisse fu¨r ganze Gitter-
zellen, so daß die Werte ra¨umlich den Zellmittelpunkten zugeordnet werden. Die Werte, die am
Ort der Grenzfla¨chen zwischen den Zellen herrschen, mu¨ssen durch Interpolation zwischen den
Zellmittelpunkten ermittelt werden.
Diese Interpolation orientiert sich vorrangig daran, aus welcher Richtung die Stro¨mung kommt.
In der einfachsten Form werden immer die Werte aus der jeweils stromaufwa¨rts gelegenen Zelle
verwendet. Genauere Verfahren interpolieren u¨ber mehrere stromaufwa¨rts gelegene Zellen oder
beziehen auch die erste stromabwa¨rts der betrachteten Zellgrenze gelegene Zelle mit ein.
Die Interpolation besitzt nur eine begrenzte Genauigkeit. besonders wenn die Stro¨mung in
schra¨gem Winkel zu den Gitternetzlinien verla¨uft (was bei Dreiecks- bzw. Tetraedergittern vie-
lerorts unvermeidbar ist), fu¨hrt die Interpolation zu einem gewissen ”Verschmieren“ der auftre-
tenden Gradienten. Diese Wirkung entspricht einem erho¨hten Diffusionskoeffizienten (Viskosita¨t)
und heißt deswegen ”numerische Diffusion“. Bei der Simulation turbulenter Stro¨mungen ist dieser
Artefakt aber in aller Regel vernachla¨ssigbar gegenu¨ber den durch die Turbulenz intensivierten
realen Diffusionsvorga¨ngen.11
Variablenkopplung Bei der Lo¨sung der aufgestellten Differentialgleichungen stellt sich ein Pro-
blem: In den Impulsgleichungen ist der Druck als Einflußgro¨ße enthalten (letzter Term in Gleichung
4.2 - 42, auf Seite 67). Fu¨r ihn kann aber keine eigene Erhaltungsgleichung aufgestellt werden, so
daß er nicht direkt aus dem Gleichungssystem zu errechnen ist [62].
Das Druckfeld als Teil eines Simulationsergebnisses kann sich also nur implizit daraus ergeben,
daß die Geschwindigkeiten gleichzeitig ihre eigenen Transportgleichungen (4.2 - 42) und die Konti-
nuita¨tsgleichung (Gl. 4.2 - 40, auf Seite 66) erfu¨llen mu¨ssen. Die ra¨umliche Verteilung des Druckes
im Berechnungsgebiet kann somit nicht unmittelbar berechnet werden; sie kann nur gescha¨tzt und
durch einen Optimierungsalgorithums angena¨hert werden, der die Erfu¨llung der Kontinuita¨tsglei-
chung anstrebt.
SIMPLE-Algorithmus. Dafu¨r existiert eine Familie von speziellen, iterativen Algorithmen,
die semi-implicit methods for pressure linked equations [112]: Zu Anfang werden die Transport-
gleichungen fu¨r die Impulskomponenten gelo¨st; fu¨r den Druck werden dabei einfache Scha¨tzwerte
(oder einfach null) eingesetzt. Die resultierenden Geschwindigkeiten erfu¨llen die Impulsgleichun-
gen, aber nicht die Kontinuita¨tsgleichung.
Daraufhin werden Korrekturterme berechnet, mit denen die Druckwerte zu korrigieren sind.
Die erhaltenen Scha¨tzwerte werden dann als Druckwerte in einer neuen Iteration verwendet, in der
wiederum die Transportgleichungen fu¨r die Impulskomponenten gelo¨st werden. So kann iterativ
eine exakte Lo¨sung gefunden werden. (Es la¨ßt sich zeigen, daß der verbleibende Fehler im Laufe
der Iterationen gegen null gehen muß [62].)
Alternative Verfahren. Die Finite-Volumen-Methode ist nicht die einzige Mo¨glichkeit, nu-
merische Stro¨mungssimulation auszufu¨hren. Aus der Strukturmechanik ist die Finite-Elemente-
Methode fu¨r numerische Simulationen bekannt. Auch sie wird regelma¨ßig fu¨r die numerische
Stro¨mungssimulation eingesetzt. Sie produziert sehr genaue Ergebnisse, ist aber numerisch auf-
wendig und in der Handhabung diffizil. Verglichen mit der Finite-Volumen-Methode ist sie weniger
11Bei laminaren Stro¨mungen kann die
”
numerische Diffusion“ hingegen nennenswerte Sto¨rungen verursachen. Hier
ist die Verwendung der (diffizileren) Finite-Elemente-Methode zu erwa¨gen, die auf eine effiziente Minimierung der
numerischen Diffusion hin optimiert werden kann.
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robust und nicht in der Lage, Diskontinuita¨ten im Lo¨sungsfeld zu verarbeiten. Aus diesen Gru¨nden
wird sie in der numerischen Stro¨mungssimulation nur fu¨r Spezialanwendungen verwendet.
Eine relativ neue Entwicklung sind die sog. lattice gas automata [36] und die lattice–
Boltzmann–Methoden [87] zur Stro¨mungssimulation. Sie eignen sich besonders fu¨r hochauflo¨sen-
de Simulationen ohne aufwendige Turbulenzmodelle, wie z.B. bei “large eddy”–Simulation. Dies
wurde auch bereits auf Ru¨hrkesselreaktoren angewendet [76, 87] (vgl. auch das Ende von Ab-
schnitt 4.2.4.3, auf Seite 74).
4.2.6 Zusammenfassung
Dieser Abschnitt (4.2) hat einen kurzen U¨berblick u¨ber die theoretischen Grundlagen der in die-
ser Arbeit verwendeten numerischen Stro¨mungssimulation gegeben. Nach den essentiellen Diffe-
rentialgleichungen zur mathematischen Beschreibung aller Stro¨mungsvorga¨nge (Navier-Stokes-
Gleichungen) wurde die Beru¨cksichtigung von Turbulenz u¨ber ein spezielles Turbulenzmodell und
besondere Terme in den allgemeinen Differentialgleichungen erkla¨rt. Weiterhin wurden das Auf-
stellen von Randbedingungen und schließlich die gesamte numerische Behandlung der aufgestellten
Gleichungen nach der Finite-Volumen-Methode beschrieben.
4.3 Mehrphasenstro¨mungen
Im begasten Ru¨hrkessel stro¨men mehrere Phasen gleichzeitig (disperse Gasphase [Blasen] und
kontinuierliche Flu¨ssigkeit). Fu¨r solche Mehrphasenstro¨mungen existieren verschiedene Simulati-
onsmethoden, die im folgenden kurz vorgestellt werden; es wird dann eine Methode fu¨r das spa¨ter
zu entwickelnde Modell ausgewa¨hlt und beschrieben.
4.3.1 Grundeinteilung
Zur Beschreibung von Stro¨mungen gibt es zwei verschiedene Grundideen: Zum einen kann man
ortsfeste Bilanzvolumina einfu¨hren und Stro¨me der Erhaltungsgro¨ßen zwischen diesen Bilanzvo-
lumina berechnen, wie dies im vorigen Abschnitt (4.2) fu¨r einphasige Stro¨mungen beschrieben
wurde. Diese Betrachtungsweise wird nach Euler benannt.
Die andere Art der Stro¨mungsbeschreibung betrachtet die Bewegung einzelner Fluidelemen-
te im Stro¨mungsgebiet [24] (Flu¨ssigkeitspakete, Partikeln, Moleku¨le, oder reine ”Ersatzpartikeln“
wie im lattice gas–Verfahren [s. Abschnitt 4.2.5.2]). In kleinen Zeitschritten werden alle auf das
Fluidelement oder die Partikel wirkenden Kra¨fte integriert, und so wird die Bahn des betrachte-
ten Massepunktes berechnet. Diese Beschreibungsart ist allgemein mit dem Namen Lagrange
verbunden.
Modelle fu¨r Zweiphasenstro¨mungen funktionieren dementsprechend nach zwei unterschiedli-
chen Strategien:
1. Beide Phasen werden als (einander durchdringende) Kontinua betrachtet und nach Euler
beschrieben; Kennzeichen dieser sog. Euler/Euler–Modelle ist die Berechnung lokaler Pha-
senvolumenanteile εp.
2. Die kontinuierliche Phase wird nach Euler aufgefaßt, wa¨hrend die disperse Phase in Form
diskreter Partikeln nach Lagrange beschrieben wird. Solche Euler/Lagrange–Modelle
bieten sich dort an, wo bereits eine Phase in Form diskreter Partikeln vorliegt.
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Mehrphasenstro¨mungen von dispersen Gasblasen in flu¨ssigkeitserfu¨llten (Bio-) Reaktoren wur-
den bisher gro¨ßtenteils nach der Euler/Euler–Methode simuliert (vgl. Abschnitt 3.4.1, auf Sei-
te 47).
4.3.2 Kontinuumsmodelle
Die Beschreibung von Mehrphasenstro¨mungen nach dem Euler/Euler–Ansatz hat verschiedene
Varianten:
4.3.2.1 Phasenanteil-Modell
Die einfachste Methode, Mehrphasenstro¨mungen zu simulieren, fu¨hrt lediglich als zusa¨tzliche ska-
lare Modellgro¨ße den Volumenanteil der sekunda¨ren Phase ein. (Eine bestimmte Formulierung
dieses Modells ist unter der Abku¨rzung ”VOF“ fu¨r [engl.] “volume of fluid” bekannt.) Fu¨r jede
Phase ergibt sich eine eigene Kontinuita¨tsgleichung. Alle Phasen werden aber von denselben Im-
pulstransportgleichungen beschrieben, sie teilen sich also ein gemeinsames Geschwindigkeitsfeld.
Die Summe der Volumenanteile der Phasen muß 1 ergeben.
Dieses Modell versagt, wenn die Phasen ineinander verteilt (dispergiert) sind und Tra¨gheits-
oder Schwerkra¨fte eine relative Geschwindigkeit zwischen ihnen verursachen (Sedimentation oder
Blasenaufstieg). Es ist aber gut geeignet, in transienten Stro¨mungen die Lage und Bewegung ei-
ner großra¨umigen Phasengrenze zwischen Flu¨ssigkeit und Gas zu beschreiben. So konnte z.B. die
(zeitabha¨ngige) Form der freien Flu¨ssigkeitsoberfla¨che in einem Ru¨hrkessel modelliert werden. Au-
ßerdem wurde in hoher ra¨umlicher Auflo¨sung die Stro¨mung in unmittelbarer Na¨he einer Gasblase
untersucht [73].
4.3.2.2 Algebraisches Schlupf-Modell
Bei dispersen Mehrphasenstro¨mungen ko¨nnen Dichteunterschiede lokal oder (unter Schwerkraft-
einwirkung) global zu einer Relativbewegung zwischen den Phasen fu¨hren. Dies muß fu¨r eine
zuverla¨ssige Simulation der Mehrphasenstro¨mung beru¨cksichtigt werden.
Ein einfaches Verfahren dieser Art ist, ein Geschwindigkeitsfeld fu¨r beide Phasen gemeinsam
zu berechnen und zusa¨tzlich die relative Bewegung der einzelnen Phasen gegenu¨ber diesem ”Mit-
telwert“ aus algebraischen Gleichungen zu ermitteln. Hierzu wird zuna¨chst eine Relaxationszeit
der Partikelbeschleunigung formuliert [190]:
τrp =
%p·d2p
18·µ (4.3 - 68)
Die Schlupfgeschwindigkeit vps ist dann das Produkt aus der Beschleunigung ap (durch Tra¨gheit
[Fliehkraft], Schwere oder Auftrieb) und der Relaxationszeit τrp: vps = ap·τrp.
Das beschriebene Modell ist genau dann in der Lage, gute Voraussagen u¨ber disperse Mehrpha-
senstro¨mungen zu produzieren, wenn die Partikelrelaxationszeit hinreichend klein ist gegenu¨ber
der Verweilzeit der kontinuierlichen Phase im betrachteten Stro¨mungsgebiet. Dies ist gu¨ltig sowohl
fu¨r sehr kleine Partikel (Staub) als auch fu¨r sehr leichte Partikle, wie z.B. Gasblasen.
4.3.2.3 Echtes Euler/Euler-Modell
In den beiden vorangegangenen Abschnitten wurde eigentlich eine vereinfachte Version des
vollsta¨ndigen Euler/Euler-Modells dargestellt. In letzterem wird, im Gegensatz zu den Ver-
einfachungen, fu¨r jede Phase ein eigener Satz von Transportgleichungen fu¨r Masse und Impuls
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gelo¨st [296]. Die Kopplung zwischen den Phasen existiert durch das gemeinsame Druckfeld, die
Gesamtkontinuita¨t (Summe aller Volumenanteile gleich 1) und durch Impulsaustausch zwischen
den Phasen.
Dieses Modell ist sehr vielseitig und kann an diverse Stro¨mungsprobleme angepaßt werden.
Schwammartig miteinander vermischte Kontinua (z.B. stro¨mender Naßdampf) ko¨nnen ebenso mo-
delliert werden wie disperse Mehrphasenstro¨mungen von Blasen, Tropfen oder Partikeln in einem
beliebigen Kontinuum. Im letzteren Fall ko¨nnen Terme fu¨r die Viskosita¨tsvera¨nderung in der kon-
tinuierlichen Phasen aus der kinetischen Gastheorie abgeleitet werden; nur der Impulsaustausch
zwischen den Phasen muß empirisch beschrieben werden.
Schwa¨chen der Euler/Euler-Methode. Wegen der hohen Anzahl von Freiheitsgraden sind
echte Euler/Euler-Methoden numerisch weniger leicht zu handhaben als einphasige Simula-
tionsrechnungen. Die Konvergenz der iterativ ablaufenden Berechnungen ist oft langsamer und
weniger robust. Dies macht insbesondere die Simulation instationa¨rer Stro¨mungen zeitaufwendig.
Weiterhin la¨ßt sich eine vera¨nderliche Partikel- bzw. Blasengro¨ße, oder gar -gro¨ßenverteilung,
nur unter besonderem zusa¨tzlichem Rechenaufwand realisieren. Und auch eine (lokale) Verteilung
der Zusammensetzung der dispersen Phase wa¨re nur u¨ber eine weitere Erho¨hung des numerischen
Aufwandes zu erreichen. U.a. aus diesen Gru¨nden wurde fu¨r das in dieser Arbeit entwickelte Modell
die im folgenden beschriebene Euler/Lagrange-Methode gewa¨hlt.
4.3.3 Die Euler/Lagrange-Methode
Wenn in einer Mehrphasenstro¨mung eine Phase in Form diskreter Partikeln vorliegt, bietet es sich
an, auf diese die Lagrangesche Beschreibung anzuwenden. Wenn die Partikeln außerdem nur
eine klar begrenzte Verweilzeit im Berechnungsgebiet haben, la¨ßt sich hier die Euler/Lagrange-
Methode anwenden. Damit la¨ßt sich die Mehrphasen–Stro¨mungs–Simulation erheblich einfacher
und robuster gestalten.
Die genannten Bedingungen sind, außer in begasten Ru¨hrkesseln, z.B. auch in Blasensa¨ulen
erfu¨llt; fu¨r diese einfachen Apparate wurde die Euler/Lagrange-Methode bereits oft und er-
folgreich eingesetzt [73, 75, 74, 294].12
4.3.3.1 Das Prinzip
Zuna¨chst wird das Stro¨mungsfeld der kontinuierlichen Phase allein berechnet, wie in Ab-
schnitt 4.2.5 auf Seite 74 beschrieben. Dann ”friert“ man dieses Stro¨mungsfeld voru¨bergehend
ein und injiziert an einer realistischen Stelle eine Partikel. Auf diese Partikel wirken verschiede-
ne Kra¨fte; diese werden in kleinen Zeitschritten integriert, und es la¨ßt sich so eine beliebig fein
diskretisierbare Trajektorie der Partikel durch das Berechnungsgebiet bestimmen.
Wenn man die Partikel von verschiedenen Positionen aus injiziert (verschiedene Lo¨cher eines
Ringbegasers), so ergeben sich jeweils unterschiedliche Trajektorien. Außerdem kann der stocha-
stische Einfluß der Turbulenz in die Trajektorienberechnung einbezogen werden. Mit Hilfe eines
Pseudozufallszahlengenerators lassen sich so fu¨r dieselbe Injektionsposition und -bedingungen viele
verschiedene Partikelbahnen berechnen. Abbildung 4.4 (Seite 83) zeigt beispielhaft eine Schar sol-
cher Trajektorien in einer (frei gewa¨hlten) Ru¨hrer/Reaktorgeometrie. Zur Anwendung des Modells
12Die zitierten Untersuchungen enthalten die, auch fu¨r die vorliegende Arbeit relevante, Annahme, daß die Bla-
senaufstiegsgeschwindigkeit von der herrschenden Turbulenz in der Flu¨ssigkeit unabha¨ngig ist. Eine rein numerische
Untersuchung des Aufstiegs sehr kleiner Blasen in direkt simulierter Turbulenz kam zu einem differenzierteren Ergeb-
nis. Hohe kinetische (spezifische) Turbulenzenergien senken die Aufstiegsgeschwindigkeit von Blasen in turbulenter
Flu¨ssigkeit um bis zu ca. 50% [297].
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werden regelma¨ßig so viele Trajektorien gerechnet, daß sie die ra¨umliche Verteilung der dispersen
Gasphase im Reaktor realistisch widerspiegeln.
Wa¨hrend der Berechnung einer einzelnen Partikelbahn ko¨nnen auch Impuls- und Stoffaus-
tausch zwischen Partikel und kontinuierlicher Phase berechnet werden. Fu¨r die Partikel werden
die Auswirkungen dieser Austauschvorga¨nge direkt in die Trajektorienberechnung einbezogen. Fu¨r
die kontinuierliche Phase werden die Austauschterme in jeder Gitterzelle u¨ber alle hindurchgehen-
den Partikeltrajektorien aufsummiert. (Mit jeder Trajektorie ist hierfu¨r im Modell ein gewisser
Massenstrom verknu¨ft.)
Nachdem eine ausreichende Anzahl von Trajektorien berechnet und die berechneten Austausch-
terme gespeichert worden sind, kann die Stro¨mungsberechnung fu¨r die kontinuierliche Phase fort-
gesetzt werden. Hier gehen nun die summierten Austauschterme als Quellen und Senken ein und
bewirken eine vera¨nderte Lo¨sung. Mehrere einander abwechselnde Phasen von Trajektorien- und
Kontinuums–Stro¨mungs–Berechnung fu¨hren schließlich zu einer immer weiteren Anna¨herung an
die wahre Lo¨sung fu¨r die gekoppelte Mehrphasenstro¨mung.
4.3.3.2 Kra¨ftebilanz
Zur Berechnung der Partikelbahn werden in vielen Zeitschritten jeweils sa¨mtliche auf die Partikel
wirkenden Kra¨fte aufsummiert, um dann mit der Partikelmasse deren Beschleunigung im neuen
Zeitschritt zu bestimmen.
Einige vorkommende Kra¨fte sind:
• Schwerkraft, bzw. Auftrieb;
• Widerstandskraft bei der Partikelumstro¨mung;
• Massentra¨gheit der Partikel (bei jeglicher Beschleunigung);
• [in rotierenden Bezugssystemen:] Zentrifugal- und Corioliskraft;
• Massentra¨gheit einer gewissen, an der Partikel anhaftenden Menge der kontinuierlichen Phase
(ebenfalls bei Beschleunigung; “virtual added mass force”);
• Kra¨fte aus Druckgradienten in der kontinuierlichen Phase;
• Saffmannsche Kraft (“lift force”) in Schergradienten [299];
• Magnussche Kraft (“lift force”) bei Partikeleigenrotation [299];
• Thermophorese (Partikel-Wa¨rmebewegung);
• Strahlungskra¨fte;
• “Basset history force” [68].
Widerstandskraft Eine hinreichend kleine Partikel wird im freien Fall in einem Fluid lami-
nar umstro¨mt. Es gilt das Stokessche Gesetz fu¨r die Widerstandskraft ihrer Umstro¨mung [148]
(vgl. Abschnitt 2.3.1.1, auf Seite 22)13:
Fw = 6·pi·µ·r·∆v (4.3 - 69)
13Es werden hier grundsa¨tzlich nur kugelfo¨rmige Partikeln und Gasblasen angenommen.
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Abbildung 4.4: Beispiel einer Schar von Trajektorien, wie sie in der Euler/Lagrange-Methode
zur Mehrphasenstro¨mungssimulation berechnet werden. Von jedem Begaserloch gehen viele, tur-
bulenzbedingt stochastisch verformte Blasentrajektorien aus. Die Fa¨rbung der Trajektorien zeigt
den lokalen Sauerstoffgehalt der in dieser Beispielrechnung mit Stoffu¨bergang simulierten Luftbla-
sen. (Zur Anwendung des Modells werden erheblich mehr Trajektorien berechnet, so daß sie die
ra¨umliche Verteilung der dispersen Gasphase im Reaktor widerspiegeln.)
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(Hierin ist r der Radius der Partikel.)
Fu¨r die Umstro¨mung einer Partikel in einem Fluid wird folgende Reynoldszahl definiert:
Rep =
dp·∆v
ν
(4.3 - 70)
(Hierin sind dp[= 2·r] der Partikeldurchmesser und ν
[
= µ%
]
die kinematische Viskosita¨t der konti-
nuierlichen Phase.) Wenn diese Partikel–Reynolds–Zahl u¨ber den Wert 0,1 wa¨chst, ist das Sto-
kessche Gesetz nicht mehr erfu¨llt [212]. Fu¨r diesen Fall wird ein allgemeineres Widerstandsgesetz
aufgestellt, das auch bei turbulenter Partikelumstro¨mung gilt:
Fw = Cw·%2 ·(∆v)
2·A (4.3 - 71)
Hierin ist A die projizierte Anstro¨mfla¨che in Stro¨mungsrichtung, und Cw ist der Widerstandsko-
effizient. Im laminaren Grenzfall ergibt sich dieser zu Cw = 24Rep ; bei voll turbulenter Partikelum-
stro¨mung ist er konstant: Cw ≈ 0,44 [96].
In wa¨ßrigen Lo¨sungen verhalten sich Blasen bis u¨ber einen Durchmesser von 0,5 mm hinaus
wie rigide Partikeln [147, 148].14
Die meisten anderen der oben aufgefu¨hrten Kra¨fte sind vernachla¨ssigbar. Die Kraft zur Be-
schleunigung anhaftender Flu¨ssigkeit ist fu¨r Gasblasen relevant; sie wird na¨herungsweise als pro-
portional zum Verha¨ltnis der Dichten von Flu¨ssigkeit und Gasblase angenommen [95].
4.3.3.3 Einfluß der Turbulenz
Turbulenz kann großen Einfluß auf die Trajektorien von Partikeln oder Gasblasen im Stro¨mungsfeld
haben. Turbulenzwirbel, die gro¨ßer sind als die Partikeln und diese umgeben, pra¨gen ihnen kurz-
fristig ihre (stochastisch verteilten) Geschwindigkeiten auf. Die resultierende Trajektorie a¨hnelt
der Brownschen Molekularbewegung, wenn dieser eine gewisse Driftgeschwindigkeit u¨berlagert
ist [68].
Die mathematische Beschreibung dieser Vorga¨nge – zur Integration in die Trajektorienberech-
nung – verwendet eine charakteristische Zeit ϑ, die angibt, wie lange die Partikel jeweils dem
Einfluß eines Turbulenzwirbels ausgesetzt ist. Bei der turbulenten Dispersion von Partikeltrajek-
torien spielen die gro¨ßten Wirbel die gro¨ßte Rolle; deren charakteristische Gro¨ße (Durchmesser)
kann mit Gleichung 4.1 - 17 (Seite 59) bestimmt werden. Dimensionsanalytisch ist die Verbindung
zwischen La¨nge und Zeit eine Geschwindigkeit; die charakteristische Geschwindigkeit der Turbu-
lenz ist die mittlere Geschwindigkeitsschwankung u′ ∼ √k. Mit dieser erha¨lt man leicht die sog.
Lagrangesche integrale Zeitskala ϑL [173]:15
ϑL = CL·k

(4.3 - 72)
Der Dispersionskoeffizient fu¨r suspendierte Partikeln in Turbulenz entspricht dem Ausdruck
ϑL·u′i·u′j [95]. Alle Dispersionskoeffizienten in turbulenter Stro¨mung entsprechen ungefa¨hr der tur-
bulenten kinematischen Viskosita¨t νt (vgl. Abschnitt 4.2.3.1, auf Seite 71). Daraus la¨ßt sich fu¨r
CL der Wert CL ≈ 0,15 herleiten.
14Aus den zitierten Arbeiten [147, 148] geht hervor, daß sich Blasen bis zu einer Reynoldszahl von 130 wie (sehr
leichte) Feststoffpartikel verhalten. Mit den Stoffwerten von Wasser und einer maximal auftretenden (relativen)
Blasenaufstiegsgeschwindigkeit von 20 cm
s
ergibt dies einen Blasendurchmesser von 0,65 mm.
15Die Lagrangesche Zeitskala ϑL wird auch als ein Maß fu¨r das mittlere Alter der Turbulenzwirbel im hochfre-
quenten Randbereich des Energiespektrums interpretiert [42] (vgl. Abschnitt 4.1.2.1, auf Seite 56).
4.3. MEHRPHASENSTRO¨MUNGEN 85
Die momentane, turbulenzbeeinflußte Geschwindigkeit der kontinuierlichen Phase (Flu¨ssigkeit
im Bioreaktor) wird aus der Lo¨sung der folgenden, Langevinschen Gleichung ermittelt [144]:
dui =
ui
ϑL
dt+
√√√√2·u′i2
ϑL
d$ (4.3 - 73)
Hierin ist $ eine nach Gauß verteilte Zufallszahl. (Zur Erzeugung von [Pseudo-] Zufallszah-
len existieren langerprobte und validierte numerische Algorithmen.16) Die zeitlich stochastisch
variierende Gechwindigkeit ui in Gleichung 4.3 - 73 kann schließlich als die Geschwindigkeit der
(turbulent stro¨menden) kontinuierlichen Phase bei der Trajektorienberechnung eingesetzt werden.
4.3.3.4 Randbedingungen
Die Trajektorienberechnung muß in geeigneter Weise reagieren, wenn die Trajektorie auf eine
Wand trifft, oder wenn sie die Stelle erreicht, an der vorgesehen ist, daß die Partikeln/Blasen das
Berechnungsgebiet verlassen sollen. An einer Wand muß die Trajektorie (im Falle einer Blase)
reflektiert werden, wie dies fu¨r die Bewegung einer realen Blase zu erwarten ist. Wenn eine Blase
in einem Ru¨hrkesselreaktor hinreichend nahe an die freie Oberfla¨che gelangt, kann sie mit dieser
verschmelzen, so daß sie die Flu¨ssigkeit verla¨ßt.
Wa¨hrend der Trajektorienberechnung wird sta¨ndig kontrolliert, ob die Trajektorie z.B. in eine
Wand eintritt. In diesem Fall wird die Programmroutine zur Reflexion aufgerufen. Bei diesen
Kontrollen wird aber die ra¨umliche Ausdehnung der Blase (Partikel) vernachla¨ssigt – sie ist ein
volumenloser Massepunkt, der z.B. in die laminare Grenzschicht an der Wand eindringen kann.
Hierauf wird in Abschnitt E.4.2 auf Seite 211 na¨her eingegangen.
Schwa¨chen der Euler/Lagrange-Methode. Die Approximation der Partikeln oder Blasen
durch ausdehnungslose Massepunkt bringt eine wichtige Limitierung des Modells mit sich: Kolli-
sionen von Blasen miteinander ko¨nnen nie erkannt werden. Somit kann Koaleszenz im Modell nur
indirekt modelliert werden.17 Nach den Ausfu¨hrungen in Abschnitt 2.2.2 (Seite 17) ist Koaleszenz
in begasten Bioreaktoren gewo¨hnlich vernachla¨ssigbar.
Schwerwiegender ist, daß auch abstoßende Wechselwirkungen der Partikeln (Blasen) miteinan-
der vernachla¨ssigt werden mu¨ssen. Bei relativen Volumenanteilen (εg) der dispersen (Gas-) Phase
von mehr als 10% wird der Fehler dieser Approximation merklich; u¨ber diese Grenze hinaus sollte
die Euler/Lagrange-Methode ho¨chstens unter Vorbehalt angewendet werden.
4.3.4 Zusammenfassung
Dieser Abschnitt (4.3) hat einen kurzen U¨berblick u¨ber die wesentlichen Methoden zur numeri-
schen Simulation von (dispersen) Mehrphasenstro¨mungen gegeben. Die Euler/Euler- und die
Euler/Lagrange-Methode wurden vorgestellt. Die Eigenschaften der verschiedenen Methoden
16Eine deterministisch arbeitende Rechenmaschine kann natu¨rlich keine echten Zufallszahlen produzieren; die
angesprochenen Algorithmen produzieren (reproduzierbare) Sequenzen von Zahlen, deren apparent zufa¨llige Ver-
teilung von Zahl zu Zahl mit Visualisierungsmethoden anschaulich demonstriert werden kann. Die Sequenz kann
jeweils immer bei demselben Wert starten, oder sie kann mit einer echten Zufallszahl (z.B. aus Datum und Uhrzeit
der Programmausfu¨hrung) initialisiert werden.
17Auch das simultane Berechnen aller Trajektorien mit gleichzeitigem Pru¨fen auf die notwendige Na¨he zweier Bla-
senmittelpunkte fu¨r eine Kollision wa¨re keine Abhilfe, da nicht genau so viele Trajektorien berechnet werden ko¨nnten,
wie physikalische Blasen im Stro¨mungsgebiet existieren. Die numerischen Trajektorien sind nur (in hinreichender
Anzahl)
”
Stellvertreter“ fu¨r die physikalischen Einzelpartikeln der dispersen Phase.
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wurden aufgezeigt. Da die Euler/Euler-Methode keine variablen Blasengro¨ßen und Gro¨ßenver-
teilungen zula¨ßt, und da sie eine numerisch diffizile Methode ist, die mit der direkten geometrischen
Ru¨hrersimulation nur schwer (wenn u¨berhaupt) vereinbar ist, wurde fu¨r die vorliegende Arbeit die
Euler/Lagrange-Methode gewa¨hlt. Deren Verwendung in einer Simulation von Stoffaustausch
und -transport, zudem ausgehend von einer direkten geometrischen Ru¨hrersimulation, ist eine
Neuheit, deren Details im folgenden Kapitel beschrieben werden.
Kapitel 5
Modellentwicklung
Im folgenden wird beschrieben, wie – ausgehend vom bisherigen Stand der vero¨ffentlichten Ar-
beiten, und unter Verwendung der dargestellten Modelltheorie – ein vollsta¨ndiges numerisches,
verteilparametrisches Modell fu¨r die Stoffaustausch- und -transportvorga¨nge in begasten Ru¨hrkes-
selreaktoren entwickelt wurde.
5.1 Geometrie und Netz
Das Modell basiert auf der numerischen Stro¨mungssimulation mit Hilfe der Finite-Volumen-
Methode.1 Dafu¨r muß die gegebene Reaktorgeometrie mit allen Einbauten in ein Netz von Kon-
trollvolumina zerlegt werden.
5.1.1 Versuchsreaktor
Im Lauf der Arbeit wurde ein kleiner Pilot- und Produktionsreaktor mit 15 Litern Gesamtvolumen
fu¨r Validierungsexperimente eingesetzt. (Der Reaktor war nach Vorgaben der GBF Braunschweig
maßgefertigt worden und besitzt daher keine standardisierte Produktbezeichnung.) Fu¨r sa¨mtliche
Simulationsrechnungen wurde die Geometrie dieses Reaktors, bei Betrieb mit fu¨nf Litern Arbeits-
(Flu¨ssigkeits-) -volumen, zu Grunde gelegt. Sie ist in Abbildung 5.1 und in Abbildung 5.2 (Sei-
te 89), bei voller Bestu¨ckung mit Sonden und interner Verrohrung (Begasungs- und Steigleitungen),
skizziert.
Die Hauptcharakteristika des Reaktors sind folgende: Der (gla¨serne) Beha¨lter hat einen halb-
kugelfo¨rmigen Boden und 20cm Innendurchmesser; eine Ru¨hrerwelle von 20mm Durchmesser ragt
von oben in den Reaktor und endet 35 mm u¨ber dem Reaktorboden. In 115 mm Ho¨he u¨ber dem
Reaktorboden ist auf der Welle ein Sechs-Blatt-Scheiben-Ru¨hrer mit Nabe montiert. Die Scheibe
hat einen Durchmesser von 8 cm; an ihrem Umfang sind, ausschließlich nach außen ragend, sechs
Ru¨hrerbla¨tter mit einer Ho¨he von 22 mm und einer Breite von 24 mm angesetzt. Die Nabe ist
35 mm hoch und 29 mm dick.
Der Reaktor ist mit vier Schikanen ausgeru¨stet; sie sind 24 mm breit, 8,5 mm dick und haben
6 mm Abstand zur Reaktorwand. Ihre Ecken sind allseitig abgerundet. Dies ist in Abbildung 5.2
(Seite 89) nicht dargestellt; diese Tatsache mußte auch in den Stro¨mungssimulationen unberu¨ck-
sichtigt bleiben. Die ra¨umliche Diskretisierung (Auflo¨sung im Rechennetz) der Rundungen ha¨tte
1Die numerische Simulation erlaubt die Verwendung detaillierter, ortsauflo¨sender Stro¨mungsinformation bei prin-
zipiell unbegrenzter ra¨umlicher Auflo¨sung; mit der Simulation ko¨nnen auch fu¨r bisher nicht untersuchte Geometrien
und Betriebszusta¨nde fundierte Voraussagen gemacht werden.
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Abbildung 5.1: Die Geometrie des simulierten Pilotreaktors; Abmessungen in Millimetern.
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Abbildung 5.2: Die Geometrie des simulierten Pilotreaktors in Draufsicht; Abmessungen in Milli-
metern.
eine nicht realisierbare Gitterfeinheit und Anzahl von Kontrollvolumina im Diskretisationsgitter
verlangt. Nahe ihres unteren Endes waren die vier Stro¨mungsbrecher von einem 8 mm dicken Ring
zusammengehalten, der einen Durchmesser von 15 cm hatte.
Weiterhin waren ein Begaserring mit Zuleitungsrohr (gelb), ein Steigrohr (zum Medienabzug
bei kontinuierlicher Fermentation) und eine Probenahmeleitung (blau) installiert. Zum Fermenta-
tionsbetrieb wurden zusa¨tzlich ein Thermometer, eine pH-Elektrode und eine pO2-Elektrode (weiß)
eingebaut. (Die Schikanen und der sie am unteren Ende stabilisierende Ring sind gru¨n dargestellt.)
5.1.2 Das Rechengebiet
Zur Simulation von Ru¨hrkesselstro¨mungen sind verschiedene Vorgehensweisen mo¨glich, die in Ab-
schnitt 3.3.3 (Seite 42) und Abschnitt 3.3.4 (Seite 43) gegenu¨bergestellt sind. Die vereinfachte
Simulation auf der Grundlage eines Ru¨hrer-Ersatz-Modelles setzt vollsta¨ndige Meßdaten fu¨r die
Stro¨mung direkt im Ausstro¨mbereich des Ru¨hrers voraus. Solche Daten liegen nur fu¨r wenige
Ru¨hrer vor. Deswegen wird hier die direkte Ru¨hrersimulation gewa¨hlt, die ausschließlich auf Geo-
metrie, Stoffdaten und Betriebsparametern basiert. (Sie erlaubt auch die Erprobung nicht real
existierender Geometrien im numerisch simulierten Experiment [“virtual prototyping”].) Die Geo-
metrie des Ru¨hrers muß also, genau wie diejenige des Reaktors und aller relevanten Einbauten, in
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Abbildung 5.3: Die Geometrie des Pilotreaktors mit Sechs-Blatt-Scheiben-Ru¨hrer und vier
Stro¨mungsbrechern erlaubt die Reduktion der Stro¨mungssimulation auf ein halbes Reaktorvo-
lumen. Der schraffierte Teil zwischen den radialen Schnittfla¨chen A und B wird durch einen
”
topologischen Kurzschluß“ u¨berbru¨ckt.
allen stro¨mungsrelevanten Details im Simulationsgitter abgebildet werden.
Es ist selbstversta¨ndlich, daß die oben beschriebene Reduktion der Simulation auf zwei Dimen-
sionen (Abschnitte 3.3.1 [S. 40] und 3.4.1.1 [S. 47]) nicht mo¨glich ist, wenn eine direkte Simulation
des Ru¨hrers in seiner physikalischen Geometrie und Bewegung auszufu¨hren ist. Der Ru¨hrer und
auch der Reaktorbeha¨lter mit seinen statischen Einbauten sind aber periodisch rotationssymme-
trisch; ihre Geometrien sind jeweils aus mehreren identischen Symmetrieperioden aufgebaut. Die
(dreidimensionale) Stro¨mungssimulation kann daher im Normalfall auf eine einzelne solche Sym-
metrieperiode beschra¨nkt werden.
Die Periodengro¨ße des Sechsblatt-Scheiben-Ru¨hrers betra¨gt 60◦, diejenige des Reaktorbeha¨lters
mit vier Schikanen ist 90◦. Das kleinste gemeinsame Vielfache ist 180◦ (vgl. Abbildung 5.3); so
groß muß das Berechnungsgebiet gewa¨hlt werden, um die Realita¨t des verwendeten Pilotreaktors
im Modell korrekt abzubilden.
5.1.3 Netz fu¨r Vorstudien
In der (biotechnologischen) Praxis besitzen Ru¨hrkesselreaktoren meistens Stro¨mungsbrecher. So-
mit kommen, wenn Ru¨hrer-Ersatz-Modelle2 mangels Meßdaten nicht in Frage kommen, folgende
zwei Methoden zur Stro¨mungssimulation in Betracht: Die pseudostationa¨re (Abschnitt 3.3.4.3 auf
2Vgl. Abschnitt 3.3.3, auf Seite 42.
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Abbildung 5.4: Fu¨hrt man sechs Stro¨mungsbrecher ein, la¨ßt sich die Simulation auf ein Sechstel
des Reaktors beschra¨nken. Der gesamte schraffierte Teil zwischen den radialen Schnittfla¨chen A
und B wird durch einen
”
topologischen Kurzschluß“ u¨berbru¨ckt. Er entha¨lt fu¨nfmal exakt dasselbe
Stro¨mungsfeld wie der simulierte Sektor. Als gestrichelter Ring ist die Grenze zwischen rotierendem
(innen) und stehendem (außen) Koordinatensystem markiert.
Seite 44) und die voll instationa¨re Simulation (Abschnitt 3.3.4.5, auf Seite 45). Die pseudostationa¨-
re Methode stellt eine Vereinfachung dar, die in gewisser Weise von der Realita¨t abstrahiert, dabei
aber nur einen Bruchteil der Rechenzeit einer voll instationa¨ren Simulation beno¨tigt. Deswegen
wurden diese beiden Methoden zuna¨chst verglichen.
Der bloße Vergleich der pseudostationa¨ren und der instationa¨ren Simulationsmethode muß fu¨r
einen hypothetischen Reaktor mit sechs Stro¨mungsbrechern vergleichbare Ergebnisse liefern wie
fu¨r den realen Reaktor. Solch ein Reaktor kann mit einem Segment von nur 60◦ korrekt in einer
Simulation abgebildet werden (s. Abbildung 5.4). Zur Einsparung von Rechenzeit wurde daher in
der hier beschriebenen Voruntersuchungen nur ein solches 60◦-Segment berechnet.
Das Berechnungsgebiet ist in Abbildung 5.5 dargestellt. Es wurde in 57600 Einzelvolumina
diskretisiert. Die Gitterfeinheit ist in der Abbildung als ebenes Oberfla¨chennetz auf den radia-
len Schnittfla¨chen des Reaktorsegmentes dargestellt. In Umfangsrichtung wurde in 32 Zellagen
unterteilt.
5.1.4 Netz der vollen Geometrie
Der reale Pilotreaktor enthielt, neben dem Sechs-Blatt-Scheiben-Ru¨hrer, vier Stro¨mungsbrecher
im Winkel von jeweils 90◦ zueinander. In der Simulation mußte daher ein Segment von 180◦ bear-
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Abbildung 5.5: Darstellung des Berechnungsgebietes fu¨r die Vorstudien zur Stro¨mungssimulati-
on. Die radialen Schnittfla¨chen, zwischen denen eine direkte topologische Verknu¨pfung hergestellt
wird, sind in du¨nnen Gitterlinien dargestellt. Sie deuten die Gitterauflo¨sung in radialer und axialer
Richtung an. In Umfangsrichtung wurde in 32 ungleichma¨ßig verteilte Winkelschritte unterteilt,
so daß eine hohe ra¨umliche Auflo¨sung am Ru¨hrerblatt erreicht wurde (vgl. linke Seite in Abbil-
dung E.2, auf Seite 209).
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beitet werden (vgl. Abschnitt 5.1.2 [S. 90] und Abbildung 5.3 [S. 90]). Es wurden Achse, Ru¨hrer und
Schikanen in das Modell aufgenommen. Die abgerundete Form der Stro¨mungsbrecher mußte wie-
derum durch scharfkantige Ecken abgebildet werden, wie oben bereits erkla¨rt (s. Abschnitt 5.1.1,
auf Seite 87).
Der Begaserring, seine Zuleitung und der Ring zwischen den Schikanen sowie die weiteren fest
stehenden Einbauten konnten bei der Netzgenerierung nicht beru¨cksichtigt werden. Die Abbildung
ihrer runden, leicht umstro¨mbaren Formen im strukturierten Netz fu¨r das verwendete Simulations-
programm (FLUENT, Version 4.4) wa¨re nur bei einer Vervielfachung der verwendeten Gitterzellzahl
mo¨glich gewesen. Dies ha¨tte aber die Kapazita¨t der verfu¨gbaren Rechner bei weitem u¨berstiegen.3
Grundsa¨tzlich ko¨nnen beliebige Formen in strukturierten Hexaedernetzen angena¨hert werden, indem
ausgewa¨hlte Gitterzellen nachtra¨glich zu Wandbereichen umdefiniert werden. Das ha¨tte aber extrem kanti-
ge Reaktoreinbauten im numerischen Modell produziert, die in Vorstudien mit einfachen Geometrien und
Netzen unrealistisch hohe Turbulenzproduktion an ihren Kanten zeigten. Ihre Beru¨cksichtigung ha¨tte auf
diese Art mehr Fehler produziert, als ihre Vernachla¨ssigung, die deswegen vorgezogen wurde. Die Ver-
nachla¨ssigung war deswegen akzeptabel, weil die Einbauten du¨nne, runde Querschnitte hatten, die generell
leicht zu umstro¨men sind, so daß sie ohnehin nur relativ geringen Einfluß auf die Flu¨ssigkeitsstro¨mung
hatten.
Abbildung 5.6 zeigt eine perspektivische Ansicht der Reaktorgeometrie, wie sie im Rechengitter
diskretisiert wurde. Das halbe Reaktorvolumen wurde in knapp 200.000 einzelne Kontrollvolumina
unterteilt. (Zusa¨tzlich ist, als Oberfla¨chennetz, die Grenzfla¨che zwischen dem inneren, im rotie-
renden Bezugssytem behandelten, Teilgebiet und dem Rest des Rechengebietes dargestellt. [S. a.
Abschnitt 5.2.3.2, auf Seite 96.])
5.2 Flu¨ssigkeitsstro¨mung
5.2.1 Rotierende Teile
Sowohl in der pseudostationa¨ren als auch in der voll instationa¨ren Simulation muß ein inneres
Teilgebiet in Ru¨hrerna¨he definiert werden. In der pseudostationa¨ren Simulation wird in diesem
Teilgebiet mit Geschwindigkeitswerten relativ zum Ru¨hrer, d. h. in einem rotierenden Bezugssy-
stem gerechnet (vgl. Abschnitt 3.3.4.3, auf Seite 44).4 An der Grenzfla¨che zwischen den Teilberei-
chen werden die Geschwindigkeitswerte aus dem rotierenden Bezugssystem in das außen liegende,
fest stehende Koordinatensystem transformiert. (Eine Mittelung in Umfangsrichtung, wie in Ab-
schnitt 3.3.4.4 [S. 45] beschrieben, fand nicht statt.)
In der voll instationa¨ren Simulation wird das Diskretisationsgitter im inneren Teilbereich in
regelma¨ßigen Zeitschritten gegenu¨ber dem a¨ußeren Teilgitter verdreht.5 Es folgt dabei genau der
in diesen Zeitschritten simulierten Ru¨hrerbewegung. Fu¨r jeden Zeitschritt werden die Nachbar-
schaftsverha¨ltnisse zwischen den Volumenelementen (Zellen) auf beiden Seiten der Grenzfla¨che
neu bestimmt und beru¨cksichtigt (vgl. Abschnitt 3.3.4.5, auf Seite 45). Die Grenzfla¨che zwischen
den beiden Teilbereichen muß, wegen des Abgleitens der Netze aufeinander, die Oberfla¨che eines
Rotationsko¨rpers sein.
3Inzwischen sind, mit Nachfolgeversionen des verwendeten Programms, genaue Darstellungen solcher Geometrien
im Netz problemlos mo¨glich.
4Nur auf diesem Wege kann eine Grundbedingung fu¨r die Lo¨sung der Navier-Stokes-Gleichungen erfu¨llt werden;
diese besteht darin, daß (im jeweiligen Bezugssystem!) eine Wand keine Bewegungskomponente normal (orthogonal)
zur Ebene ihrer eigenen (lokalen) Ausdehnung haben darf.
5Zusa¨tzlich zu dem in Fußnote 4 Gesagten wird hiermit auch erreicht, daß die Simulation der (periodischen)
zeitlichen Vera¨nderung von Geometrie und Stro¨mung (auf Grund der Ru¨hrerrotation) Rechnung tra¨gt.
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Abbildung 5.6: Die Geometrie des Rechengebietes fu¨r die instationa¨re Stro¨mungssimulation in der
korrekten Reaktorgeometrie (6BSR und vier Stro¨mungsbrecher). Als blaues Gitter ist die ra¨umliche
Anordnung der Grenzfla¨che zwischen dem inneren, rotierenden und dem a¨ußeren, fest stehenden
Teilkoordinatensystem gezeigt (vgl. auch Abschnitt 5.2.3.2, auf Seite 96).
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Gebietsgrenze. In den durchgefu¨hrten Vergleichsberechnungen – vgl. Abschnitt 5.1.3, auf Sei-
te 90 – wurde die Grenzfla¨che jeweils identisch definiert. Sie entsprach einem einfachen Zylinder,
dessen Radius mittig zwischen der Außenkante der Ru¨hrerbla¨tter und der Innenkante der Schika-
nen lag. Der Radius ist in Abbildung 5.4 (Seite 91) als gestrichelter Kreis dargestellt.
Die Oberseite des Zylinders war nur durch eine Zellage von der freien Oberfla¨che getrennt;
letztere wurde durch die Randbedingung vollsta¨ndiger Gradientenfreiheit (von Neumannsche
Randbedingung) aller Simulationsgro¨ßen angena¨hert. Zwischen der Unterseite des inneren Teilbe-
reiches und dem Reaktorboden lagen genau zwei Zellagen.
5.2.2 Ausfu¨hrung
Die Stro¨mungssimulation wurde mit FLUENT, Versionen 4.4 und 4.5, durchgefu¨hrt. Es wurden
die Stoffwerte von Wasser angenommen und eine Ru¨hrerdrehzahl von 180 Umdrehungen je Mi-
nute eingestellt. Die auftretende Turbulenz wurde mit dem Standard-k,-Modell beschrieben (vgl.
Abschnitt 4.2.3, auf Seite 70).
Im Fall der pseudostationa¨ren Berechnung wurde solange iteriert, bis sich an einer weit vom
Ru¨hrer entfernten Stelle (nahe der freien Oberfla¨che) Stro¨mungsgeschwindigkeit und -richtung
nicht mehr a¨nderten. In der instationa¨ren Berechnung wurde prinzipiell genauso verfahren; hier
waren aber die (zeitabha¨ngigen) Geschwindigkeitswerte von einer Oszillation u¨berlagert; diese
ru¨hrte von der Bewegung des Ru¨hrers her, und ihre Frequenz betrug das Sechsfache der Ru¨hrer-
drehzahl (Scheibenru¨hrer mit sechs Ru¨hrerbla¨ttern).
Liegt die Kontrollposition, an der die Geschwindigkeitswerte u¨ber der (simulierten) Zeit verfolgt werden,
im rotierenden Teilbereich des Rechengebietes, so sieht man eine Oszillation, deren Frequenz das Produkt
aus der Ru¨hrerdrehzahl und der Anzahl der Stro¨mungsbrecher im Reaktor ist.
5.2.3 Ergebnisse
Abbildung 5.7 und Abbildung 5.8 (Seite 97) zeigen in einer Gegenu¨berstellung die Voraussagen
von pseudostationa¨rer und voll instationa¨rer Simulationsmethode fu¨r das Stro¨mungsfeld. Es zeigen
sich nur geringe, lokale Unterschiede im Stro¨mungsbild. Dies impliziert, daß die Vereinfachung der
pseudostationa¨ren Methode das Simulationsergebnis nicht wesentlich beeinflußt.
Die pseudostationa¨re Berechnungsmethode kann nur dann sinnvolle Ergebnisse liefern, wenn
(auch in der Realita¨t) die Stro¨mungswerte entlang der Grenze zwischen den Teilbereichen in Um-
fangsrichtung (!) nicht wesentlich variieren. Die voll instationa¨re Simulation kann als verla¨ßlichste
Informationsquelle u¨ber die reale Stro¨mung angesehen werden. Aus ihr wurden umfangreiche Bil-
derserien gewonnen; sie zeigen, daß die genannte Bedingung fu¨r alle Geschwindigkeitskomponenten
erfu¨llt ist. Auch dies unterstu¨tzt die Annahme der Verwendbarkeit der pseudostationa¨ren Simula-
tionsmethode.
5.2.3.1 Turbulenz
Fu¨r das in dieser Arbeit entwickelte Gesamtmodell hat die lokale Energiedissipationsrate als Cha-
rakteristikum lokaler Turbulenz eine große Bedeutung. (Sie beeinflußt maßgeblich den Blasen-
durchmesser und den ortsabha¨ngigen Stoffaustausch zwischen Gasblasen und Flu¨ssigkeit.) Ein
Vergleich der Voraussagen beider Simulationsmethoden fu¨r die ortsabha¨ngige Energiedissipations-
rate ist in Abbildung 5.9 auf Seite 98 zu sehen. Die vorausgesagten ra¨umlichen Verteilungen zeigen
keinerlei A¨hnlichkeit!
Die voll instationa¨re Simulation abstrahiert weniger von der Realita¨t und ist deswegen als
wesentlich verla¨ßlicher anzusehen. Außerdem stimmen ihre Vorhersagen sehr gut mit hochgradig
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Abbildung 5.7: Vergleich der Voraussagen von pseudostationa¨rer und voll instationa¨rer Simulation
fu¨r das Stro¨mungsfeld in der Ru¨hrerebene. Der Ru¨hrer dreht sich mit 180 Upm im Uhrzeigersinn.
Die Farben geben die lokalen Geschwindigkeitsbetra¨ge wieder; die Skala geht von dunkelblau (0 ms )
u¨ber hellblau, gru¨n und gelb nach rot (1,48 ms ; vgl. die Farbskala in Abbildung E.1 [S. 209]).
ortsauflo¨senden Meßergebnissen an einer a¨hnlichen Ru¨hrergeometrie u¨berein [132, 275]. Fu¨r die
weitere Modellentwicklung wurden deshalb ausschließlich Stro¨mungsdaten aus voll instationa¨ren
Stro¨mungssimulationen verwendet.
5.2.3.2 Gittereinfluß
Bei der Betrachtung der ra¨umlichen Verteilung der turbulenten Energiedissipationsrate  zeigte
sich in instationa¨ren Simulationen ein sto¨render Effekt der ungleichma¨ßigen Winkelteilung des
verwendeten Rechengitters. Zur Beseitigung der resultierenden Artefakte wurde eine regelma¨ßige
Winkelteilung fu¨r die verwendeten Rechengitter eingefu¨hrt. Na¨here Einzelheiten hierzu sind im
Anhang E.3.2 auf Seite 208 beschrieben.
Weiterhin wurde fu¨r die endgu¨ltigen Berechnungen in der korrekten Geometrie (6BSR und vier
Stro¨mungsbrecher) die axiale (vertikale) Ausdehnung des inneren, rotierenden Bezugssystems ver-
kleinert. Die Anordnung der Grenze zwischen dem rotierenden und dem fest stehenden Teilbereich
fu¨r die Simulation im 180◦-Sektor der realen Geometrie zeigt Abbildung 5.6 (Seite 94).
5.2.4 Lokale Zeitmittelung
Die instationa¨re Stro¨mungssimulation im Ru¨hrkessel hat ein periodisch vera¨nderliches ra¨umliches
Stro¨mungsbild zum Ergebnis.
Die nachfolgenden Modellteile (-schritte: Gasphasenstro¨mung, Stoffaustausch und -transport
einschließlich -verbrauch) werden jetzt von der Berechnung der instationa¨ren Flu¨ssigkeits-
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pseudostationa¨r voll instationa¨r
Abbildung 5.8: Vergleich der Voraussagen von pseudostationa¨rer und voll instationa¨rer Simulation
fu¨r das Stro¨mungsfeld in der vertikalen Mittelebene. Die Farben geben die lokale Geschwindigkeit
in Umfangs- (Rotations-) Richtung wieder; die Skala geht von dunkelblau (-0,22 ms , also entgegen
der Ru¨hrerdrehrichtung) u¨ber hellblau, gru¨n (0 ms ) und gelb nach rot (0,65
m
s ; vgl. die Farbskala
in Abbildung E.1 [S. 209]).
stro¨mung entkoppelt betrachtet. (D.h. sie werden auf der Grundlage eines einzigen, zeitgemit-
telten Stro¨mungsfeldes modelliert.) Dafu¨r muß ein einziges, konstantes Stro¨mungsfeld von der
ersten Stro¨mungssimulation an diese weiteren Modellstufen weitergegeben werden.6
Der einfachste Weg wa¨re, eine mo¨glichst repra¨sentative Momentaufnahme aus der periodi-
schen Vera¨nderung herauszugreifen und in die weiteren Modellstufen zu geben. Hier wurde aber
ein anderer Weg beschritten: Die Stro¨mung wurde an jeder einzelnen Position im Reaktor u¨ber
der Zeit gemittelt, und zwar u¨ber genau eine Periodendauer der periodisch exakt wiederkehrenden
Stro¨mung. Dabei mußte aber auf korrekte Weise die erwa¨hnte ”Position im Reaktor“ definiert wer-
den: Im fest stehenden Reaktorbeha¨lter mit Stro¨mungsbrechern und Einbauten besteht hier kein
Problem. Unmittelbar am Ru¨hrer mu¨ssen aber die einzelnen Stu¨tzpunkte fu¨r die zeitliche Mitte-
lung mit dem Ru¨hrer rotieren. Sie liegen also stationa¨r im lokalen, mit dem Ru¨hrer rotierenden
Koordinatensystem. Letzteres wird fu¨r die instationa¨re Stro¨mungssimulation ohnehin angelegt; es
wurde daher auch fu¨r die Zeitmittelung verwendet.
Ergebnisse. Die Ergebnisse der instationa¨re Stro¨mungsberechnung fu¨r die Flu¨ssigkeit in der
korrekten Reaktorgeometrie (mit vier Stro¨mungsbrechern) unterscheiden sich nur wenig von den
Ergebnissen der instationa¨ren Simulation fu¨r die (auf ein 60◦-”Tortenstu¨ck“) vereinfachte Geome-
trie in der Voruntersuchung; letztere sind in den Abbildungen 5.7, 5.8 und E.1 (Seite 209), jeweils
auf der rechten Seite, dargestellt. In Details existieren dennoch Unterschiede, die den Mehrauf-
6Einen U¨berblick u¨ber Inhalt und Abfolge der einzelnen Modellschritte gibt die Zusammenfassung, s. Ab-
schnitt 5.5.3 auf Seite 117.
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pseudostationa¨r voll instationa¨r
Abbildung 5.9: Vergleich der Voraussagen von pseudostationa¨rer und voll instationa¨rer Simulation
fu¨r die lokale spezifische Energiedissipationsrate () in der Ru¨hrerebene. Der Ru¨hrer dreht sich mit
180 Upm im Uhrzeigersinn. Die Farbskala fu¨r die dargestellten Werte geht von dunkelblau (0 m
2
s3
)
u¨ber hellblau, gru¨n und gelb nach rot (3 m
2
s3
; vgl. die Farbskala in Abbildung E.1 [S. 209]).
wand im 180◦-Grad-Sektor rechtfertigen – die Unterschiede ko¨nnen vor allem einen erheblichen
Einfluß auf die Endergebnisse des entwickelten Gesamtmodells haben. Dort sind Auswirkungen sol-
cher (vermeidbaren) Vereinfachungen schwer quantifizierbar; deswegen wurden sie von vornherein
vermieden.
5.2.5 Zusammenfassung
Die Simulation der Flu¨ssigkeitsstro¨mung wird nach der allgemein anerkannten Finite-Volumen-
Methode ausgefu¨hrt. Es wird kein Ru¨hrer-Ersatz-Modell verwendet, sondern die Flu¨ssigkeits-
stro¨mung wird aus Geometrie, Stoffeigenschaften und Betriebsparametern (Drehzahl) vorausge-
sagt.
In einer Voruntersuchung mit vereinfachter Geometrie (periodisch wiederkehrend in 60◦-
Segmenten) wurden pseudostationa¨re (“multiple reference frames”) und voll instationa¨re (“sliding
meshes”) Methode miteinander verglichen. Die Stro¨mungsfelder waren sehr a¨hnlich, aber die Vor-
aussagen fu¨r die ra¨umliche Verteilung der turbulenten Energiedissipationsrate  erwiesen sich nur
aus der voll instationa¨ren Simulationsrechnung als brauchbar.
Von der vollsta¨ndigen Geometrie des vorgegebenen Versuchsreaktors (Abbildungen 5.1 und 5.2,
auf Seite 89) konnten nur Welle, Ru¨hrer und Stro¨mungsbrecher im voll strukturierten Rechengitter
abgebildet werden, um die Anzahl beno¨tigter Kontrollvolumina vertretbar zu halten. Wegen der
90◦-Symmetrie der vierza¨hligen Stro¨mungsbrecher und der 60◦-Symmetrie des Ru¨hrers mußte ein
180◦-Segment des Reaktors in der Simulation abgebildet werden.
Das zeitlich periodisch vera¨nderliche Stro¨mungsfeld wird fu¨r die weitere Verwendung in den
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nachfolgenden Modellschritten an jedem Punkt im Reaktor (d.h. fu¨r jedes Kontrollvolumenele-
ment) u¨ber eine Periode gemittelt. Dabei wird die Position der Mittelung im jeweiligen Bezugs-
system (fest stehend oder mit dem Ru¨hrer rotierend) definiert, um die ra¨umlichen Strukturen der
ru¨hrernahen Stro¨mung korrekt zu erfassen und bei der Mittelung zu erhalten.
5.3 Gasphasenstro¨mung
Auf der Grundlage des – gema¨ß den Ausfu¨hrungen im vorigen Abschnitt berechneten – Stro¨mungs-
feldes fu¨r die Flu¨ssigkeit wurde die Stro¨mung der dispersen Gasphase (Blasenpopulation) model-
liert.
5.3.1 Die Methode
Fu¨r die numerische Simulation von Mehrphasenstro¨mungen standen im verwendeten Stro¨mungs-
simulationsprogramm FLUENT7 grundsa¨tzlich die Euler/Euler- und die Euler/Lagrange-
Methode zur Verfu¨gung (vgl. Abschnitte 4.3.2 und 4.3.3, auf Seite 81). Erstere ist nur unter hohem
Aufwand mit der direkten numerischen Simulation eines rotierenden Ru¨hrorgans in Geometrie und
Bewegung zu verbinden. Deswegen wurde in der hier beschriebenen Arbeit die Euler/Lagrange-
Methode gewa¨hlt. Sie bietet zusa¨tzlich die Mo¨glichkeit, bei unvera¨ndertem numerischem Aufwand
eine Blasengro¨ßenverteilung, Vera¨nderungen dieser Verteilung sowie eine lokal verteilte (unein-
heitliche) Blasenzusammensetzung zu beru¨cksichtigen.
5.3.1.1 Eigenschaften
Die Simulation einer partikula¨ren Stro¨mung nach der Lagrange-Methode besteht darin, daß Be-
wegungsbahnen fu¨r einzelne Partikeln der dispersen Phase (in diesem Fall: Gasblasen) berechnet
werden. Dazu wird einfach die Bilanz aller auf die Partikel wirkenden Kra¨fte u¨ber der Zeit in-
tegriert, woraus die Bewegung der Partikeln in kleinen Zeitschritten zu errechnen ist. Wenn die
Partikel eine Grenze des Berechnungsgebietes erreicht, wird eine entsprechende Aktion vollzogen
– an Wa¨nden ist dies i.d.R. eine Reflexion.
Bei der Partikelbahnberechnung kann auch der ungeordnete Einfluß von Turbulenz auf die
Bewegung der Blasen simuliert werden (vgl. hierzu Abschnitt 4.3.3.3, auf Seite 84). Das fu¨hrt dazu,
daß jede Trajektorie einen eigenen, wie in der Realita¨t nicht vorhersagbaren Weg geht. Werden
nun viele Trajektorien gerechnet, verteilt sich die disperse Gasphase in diesem numerischen Modell
wie in der Realtita¨t mehr oder weniger gleichma¨ßig u¨ber das Flu¨ssigkeitsvolumen.
Die beschriebene Vorgehensweise erfordert fu¨r ihre Anwendbarkeit, daß die disperse Phase
an definierter Stelle in das Rechengebiet eintritt und es auch eindeutig wieder verla¨ßt. Dies ist
fu¨r die disperse Gasphase in begasten Ru¨hrkesselreaktoren immer erfu¨llt. Weiterhin vernachla¨ssigt
die verwendete Implementation der Euler/Lagrange-Methode mo¨gliche Kollisionen (und damit
Koaleszenz) einzelner Partikeln (Gasblasen) der dispersen Phase miteinander.8
5.3.1.2 Entkopplung
Mit der Lagrange-Methode ist es (in FLUENT) auch mo¨glich, den Einfluß der dispersen Phase
(Gasblasen) auf die Stro¨mung der kontinuierlichen Phase (Flu¨ssigkeit) zu beru¨cksichtigen. Dafu¨r
7Es wurden die Versionen 4.4 und 4.5 von FLUENT verwendet.
8Diese Einschra¨nkung aufzuheben ist prinzipiell mo¨glich; eine praktikable Methode dafu¨r zu finden, ist Gegen-
stand laufender Forschungsanstrengungen [295].
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wird in jedem Kontrollvolumen der Impulsaustausch von der dispersen Phase auf die kontinuierli-
che Phase aufsummiert. Diese Impulsquellterme werden dann bei einer erneuten Berechnung der
Flu¨ssigkeitsstro¨mung eingerechnet. Ein wiederholter Wechsel zwischen Trajektorien- und Flu¨ssig-
keitsstro¨mungsberechnung konvergiert letztlich zu einem physikalischen Ergebnis fu¨r die gekoppelte
Mehrphasenstro¨mung.
Das hier entwickelte Modell koppelt eine instationa¨re, direkte Ru¨hrersimulation mit der Be-
rechnung einer Mehrphasenstro¨mung. Diese Neuentwicklung erforderte einige Eingriffe in die Tra-
jektorienberechnung (siehe den na¨chsten Abschnitt). Dies hat zur Folge, daß die bidirektionale
Kopplung9 in der Mehrphasenstro¨mung nicht mehr ohne weitere Eingriffe im Simulationspro-
gramm physikalisch sinnvoll simuliert werden konnte.10
In der vorliegenden Arbeit wurde daher auf diese Kopplung verzichtet. In gering begasten
Prozessen, fu¨r die das hier beschriebene Modell entwickelt wurde (vgl. auch Abschnitt 5.3.4.2, auf
Seite 106), ist der damit eingegangene Fehler hinreichend vernachla¨ssigbar. Soll das Modell auf
sta¨rker begaste Prozesse angewendet werden, mu¨ssen entsprechend zusa¨tzliche Modifikationen im
Simulationsprogramm implementiert werden, um eine Verbindung des hier entwickelten Modells
mit einer gekoppelten Mehrphasenstro¨mungssimulation nach der Euler/Lagrange-Methode zu
ermo¨glichen.11
5.3.2 Relativita¨t
Bei der Berechnung der Flu¨ssigkeitsstro¨mung wurde in einem Teilvolumen nahe des Ru¨hrers mit
relativen Geschwindigkeiten in Bezug auf den Ru¨hrer gearbeitet. Fu¨r die Berechnung der Gasbla-
sentrajektorien rechnet FLUENT12 diese Geschwindigkeiten automatisch in absolute Geschwindig-
keiten um. Solch ein Stro¨mungsbild ist in Abbildung 5.10 auf der linken Seite gezeigt.
5.3.2.1 Problem
Wa¨hrend der Berechnung von Trajektorien kann keinerlei zeitliche Vera¨nderung der Stro¨mung
oder der Geometrie des Berechnungsgebietes beru¨cksichtigt werden.13 Somit kann auch die Ru¨h-
rerbewegung wa¨hrend der Trajektorienberechnung nicht beru¨cksichtigt werden – der Ru¨hrer steht
(wa¨hrend der Trajektorienberechnung) stationa¨r im verwendeten Stro¨mungsfeld. Dennoch wer-
den unmittelbar am Ru¨hrerblatt große Geschwindigkeitskomponenten in der Richtung durch das
Ru¨hrerblatt hindurch dargestellt (vgl. die linke Seite in Abbildung 5.10). Diese werden auch bei
der Trajektorienberechnung verwendet. Dabei muß das Ru¨hrerblatt aber im Berechnungsgitter fest
stehen. Wenn die Gasblasen dann (weitgehend) der Flu¨ssigkeitsstro¨mung folgen, steht ihnen das
Ru¨hrerblatt (in der Berechnung) unu¨berwindlich im Weg.14
9
”
Bidirektionale Kopplung“ bezeichnet, daß sowohl die Einflu¨sse der flu¨ssigen Phase auf die Gasblasen betrachtet
werden als auch diejenigen in umgekehrter Richtung. Letztere wurden im hier entwickelten Modell vernachla¨ssigt.
10Abschnitt 5.3.2 beschreibt, wie die Trajektorien in verschiedenen Bezugssystemen berechnet werden. Auch die
oben erwa¨hnten Impulsaustauschterme mu¨ßten dementsprechend speziell behandelt werden.
11In modernen, nach Fertigstellung dieser Modellentwicklung vero¨ffentlichten Programmversionen von FLUENT
ist dies u¨ber die allgemein zuga¨ngliche Benutzerprogrammierschnittstelle machbar.
12Mit
”
FLUENT“ sind hier grundsa¨tzlich die in der vorliegenden Arbeit verwendeten Versionen 4.4 und 4.5 gemeint.
13Partikeltrajektorien ko¨nnen nur in einer
”
Momentaufnahme“ der Flu¨ssigkeitsstro¨mung (
”
eingefrorene Stro¨-
mung“) berechnet werden. (Die instationa¨re Trajektorienberechnung wa¨hrend einer instationa¨ren Stro¨mungsbe-
rechnung ist inzwischen mo¨glich, stand aber bei der hier beschriebenen Modellentwicklung nicht zur Verfu¨gung.)
14Es ga¨be an dieser Stelle nicht dieses Problem, wenn auch bei der Trajektorienberechnung der Ru¨hrer sta¨ndig mit
der entsprechenden Geschwindigkeit rotierte. Dann ko¨nnte aber der Ru¨hrer im Modell gar nicht dargestellt werden
(vgl. Fußnote 13). Seine Bla¨tter wa¨ren sta¨ndig u¨ber den gesamten Winkel von 360◦ delokalisiert ; und genauso wa¨re
auch das Stro¨mungsbild in ihrer Na¨he ra¨umlich u¨ber den gesamten Rotationsraum verteilt. Bestimmte Stro¨mungsbe-
5.3. GASPHASENSTRO¨MUNG 101
Abbildung 5.10: Links: Das von FLUENT∗ berechnete und fu¨r die Blasenbahnberechnungen ver-
wendete Geschwindigkeitsfeld in der Ru¨hrerebene; der Ru¨hrer dreht sich mit 180 Upm entgegen
dem Uhrzeigersinn. Rechts: Dieselben Stro¨mungsdaten, aber in der Form dargestellt, wie sie von
der modifizierten Routine zur Blasenbahnberechnung verwendet werden: Die Tangentialgeschwin-
digkeit wird in Ru¨hrerna¨he relativ zum Ru¨hrer angegeben.
∗Mit
”
FLUENT“ sind hier grundsa¨tzlich die in der vorliegenden Arbeit verwendeten Versionen 4.4 und 4.5 gemeint.
5.3.2.2 Lo¨sung
Im Modell soll die Passage der Gasblasen am Ru¨hrerblatt und durch die Stro¨mung in seiner Umge-
bung dargestellt werden. Deswegen soll der Ru¨hrer auch weiterhin bei der Trajektorienberechnung
still im Berechnungsgitter stehen. So ko¨nnen aber nur sinnvolle Trajektorien entstehen, wenn sie
in der Na¨he des Ru¨hrers relativ zum Ru¨hrer gerechnet werden. Hierfu¨r muß auch die Flu¨ssigkeits-
stro¨mung relativ zum Ru¨hrer ausgedru¨ckt werden.
Die Trajektorie muß also u¨berall in Bezug auf das jeweils lokal gu¨ltige Bezugssystem (rotierend
oder fest stehend) berechnet werden. Das hierbei zu verwendende Stro¨mungsfeld der Flu¨ssigkeit ist
in der rechten Ha¨lfte von Abbildung 5.10 dargestellt. Dies wurde fu¨r das hier entwickelte Modell
im Simulationsprogramm implementiert.15
Beim U¨bergang zwischen den Bezugssystemen erha¨lt die Trajektorie jeweils einen abrupten,
tra¨gheitsfreien Richtungswechsel (Knick; s. den folgenden Abschnitt). Dieser ist dadurch definiert,
daß jeweils genau die Tangentialgeschwindigkeit des rotierenden Koordinatensystems im gegebenen
Abstand von der Rotationsachse addiert oder subtrahiert wird.
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Abbildung 5.11: Ohne besondere Eingriffe produziert der Algorithmus fu¨r die Berechnung der
Blasenbahnen ein unrealistisches Verhalten der Blasen am Ru¨hrerblatt: Die berechnete Flu¨ssig-
keitsstro¨mung (Pfeildarstellung in der Ru¨hrerebene) versucht, die Blase durch das (wa¨hrend der
Bahnberechnung fest stehende) Ru¨hrerblatt hindurchzudru¨cken. (Der schra¨g von oben dargestellte
Ru¨hrer dreht sich im Gegenuhrzeigersinn;∗ außerdem sind der Begaserring und eine Blasentrajek-
torie dargestellt.)
∗Bei der Trajektorienberechnung steht der Ru¨hrer, wie gesagt, still; er drehte sich aber wa¨hrend der Berechnung
der Flu¨ssigkeitsstro¨mung in der angegebenen Richtung.
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Abbildung 5.12: Der modifizierte Algorithmus zur Blasenbahnberechnung vera¨ndert die Blasen-
bahn in Ru¨hrerna¨he: Die Blase steigt zuna¨chst vom Begaserring auf und folgt der Flu¨ssigkeits-
rotation im Gegenuhrzeigersinn; wenn sie (von unten) in den Bereich der Ru¨hrerna¨he eintritt,
wird die Bahn umgeknickt und fortan relativ zum rotierenden Ru¨hrer gerechnet. Wenn die Blase
den Nahbereich am Ru¨hrer (in radialer Richtung) wieder verla¨ßt, wird die Trajektorie um einen
variablen Winkel in Rotationsrichtung versetzt (um verschiedene Ru¨hrerstellungen zu simulieren,
vgl. Anhang E.4.1 [S. 211]) und dann im fest stehenden Bezugssystem fortgesetzt. (Hier sind auch
deutlich stochastische Turbulenzeinflu¨sse zu erkennen.)
5.3.2.3 Visualisierung
Abbildung 5.11 zeigt eine fa¨lschlich mit dem absoluten Geschwindigkeitsfeld (linke Ha¨lfte in Ab-
bildung 5.10 [S. 101]) berechnete Blasenbahn. Man sieht, wie die Blasenbahn das Ru¨hrerblatt
von hinten einholt, an ihm entlangwandert und es schließlich ”u¨berholt“. Somit laufen die Bla-
sentrajektorien nie in korrekter Weise durch die lokalen Strukturen der Flu¨ssigkeitsstro¨mung an
den Ru¨hrerbla¨ttern (Wirbelschleppe ”hinter“ der Außenkante des Ru¨hrerblattes
16). Dies ließe sich
auch nicht dadurch a¨ndern, daß man die Ru¨hrerbla¨tter im Modell fu¨r die Partikeltrajektorien
durchla¨ssig machte.
reiche, wie z.B. turbulenzreiche Wirbelschleppen hinter den Ru¨hrerbla¨ttern, ko¨nnten nie aufgelo¨st werden – wertvolle
Information wu¨rde ungu¨nstig vernichtet.
15Der Autor dankt Herrn Dr.-Ing. Markus Braun (Fluent Deutschland GmbH, Darmstadt) fu¨r die Freigabe eines
unvero¨ffentlichten Quelltextabschnittes aus dem verwendeten Simulationsprogramm (FLUENT). Ohne diesen Beitrag
wa¨re diese Arbeit nicht in ihrer vorliegenden Form zustande gekommen.
16Die Lage der erwa¨hnten Wirbelschleppe, durch die in der Realita¨t ein großer Anteil aller Gasblasen la¨uft, ist in
der rechten Ha¨lfte von Abbildung 5.9 (Seite 98) zu sehen. Man beachte aber, daß dort der Ru¨hrer im Uhrzeigersinn
rotiert!
104 KAPITEL 5. MODELLENTWICKLUNG
Abbildung 5.12 zeigt eine Blasentrajektorie, die mit den korrigierten Geschwindigkeitsdaten
(rechte Ha¨lfte in Abbildung 5.10, auf Seite 101) berechnet wurde: Beim Eintritt in den Bereich des
rotierenden Koordinatensystems wird die Bahn definiert abgeknickt; anschließend stro¨mt die Blase
zusammen mit der umgebenden Flu¨ssigkeit korrekt auf das Ru¨hrerblatt zu und darum herum. Sie
passiert den Bereich der erwa¨hnten Wirbelschleppe, bevor sie das rotierende Bezugssystem wieder
verla¨ßt, wobei ihre Trajektorie einen zweiten Knick erfa¨hrt. (Ein dritter und letzter Knick wird im
Anhang E.4.1 (Seite 211) erkla¨rt.)
5.3.3 Blasengro¨ße
Die wichtigste Eigenschaft der Blasen fu¨r die Berechnung ihrer Bewegung ist ihr Durchmesser.
Aus ihm wird, nach einfachen Widerstandsgesetzen fu¨r die Umstro¨mung spha¨rischer Partikeln,
der Impulsaustausch zwischen Gas und Flu¨ssigkeit errechnet. (Wie in Abschnitt 2.2.3.2 [S. 18]
diskutiert, verhalten sich Gasblasen in biotechnologischen Fermentationsbru¨hen wie rigide und
[na¨herungsweise] spha¨rische Partikeln.)
5.3.3.1 Blasenzerteilung
In biotechnologischen Medien ist Koaleszenz nur sehr schwach ausgepra¨gt; der bestimmende Me-
chanismus fu¨r die Blasengro¨ße ist die Blasenzerteilung, die vorwiegend in den Bereichen ho¨chster
Turbulenz, unmittelbar hinter den Ru¨hrerbla¨ttern, geschieht.
In Abschnitt 4.1.4.2 (Seite 63) wird hergeleitet, wie die maximale stabile Blasengro¨ße von
der lokalen Turbulenzenergiedissipation  abha¨ngt. Dieser Zusammenhang wurde im Simulati-
onsprogramm implementiert: Wa¨hrend der Trajektorienberechnung wird laufend kontrolliert, ob
die Blase entsprechend der lokal herrschenden Energiedissipation  zerteilt werden mu¨ßte. Ist diese
Bedingung erfu¨llt, wird (in der Berechnung) das Volumen der Blase halbiert, und der Blasendurch-
messer wird dementsprechend korrigiert. Außerdem wird ein mit jeder Blasentrajektorie gefu¨hrter
Anzahlparameter nb verdoppelt. Mit diesem Anzahlparameter werden alle auf die Blase bezogenen
Berechnungen fu¨r den Stoffaustausch multipliziert, weil die Trajektorie von jeder Zerteilung an fu¨r
eine verdoppelte Anzahl von Blasen steht.
5.3.3.2 Zufallsereignisse
Die Zerteilung von Blasen im turbulenten Stro¨mungsfeld ist kein streng deterministischer Vorgang:
Ob eine Blase im Turbulenzfeld tatsa¨chlich zerteilt wird, ha¨ngt (neben dessen Intensita¨t) von der
Verweildauer der Blase im Turbulenzfeld und von einer gewissen Zufallskomponente ab. Theore-
tisch wa¨re es mo¨glich, beide Einflußgro¨ßen in der Simulation zu beru¨cksichtigen; aus Zeitgru¨nden
mußte jedoch davon abgesehen werden. Mehrere Untersuchungen der dynamischen Vorga¨nge bei
der Blasenzerteilung durch Turbulenz existieren [124, 328]; die Integration des mathematischen
Modelles in die Simulationen wa¨re allerdings aufwendig.
Weiterhin sind die (zumeist zwei) Fragmente, in die eine Blase im Turbulenzfeld zerteilt wird,
nur selten wirklich gleich groß. Auch dies ist eine vereinfachende Annahme aus Gru¨nden der Prak-
tikabilita¨t. Fu¨r ungleich große Fragmente mu¨ßten jeweils separate Trajektorien vom Punkt der
Blasenzerteilung aus berechnet werden. Dies wu¨rde aber Eingriffe in das Simulationsprogramm er-
fordern, die u¨ber die Mo¨glichkeiten des Benutzers an der dokumentierten Programmierschnittstelle
hinausgehen.
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5.3.3.3 Parameterbestimmung
In Gleichung 4.1 - 35 (Seite 63) ist als Parameter die kritische Weberzahl Wekrit. enthalten. Lite-
raturwerte fu¨r diese Zahl erstrecken sich u¨ber mehr als eine dekadische Gro¨ßenordnung [79]. Au-
ßerdem ist deren Verwendung unmo¨glich, solange die Oberfla¨chenspannung σ nicht genau bekannt
ist.17 Fu¨r die durchgefu¨hrten Simulationen mußte deswegen auf andere Weise ein eigener Wert
fu¨r den unbekannten Parameter Wekrit.·σ bestimmt werden. Dazu wurde zuna¨chst aus Fu¨llstands-
messungen am Reaktor der Gasvolumenanteil εg im gesamten Reaktionsvolumen (bei definierten
Betriebsparametern) bestimmt. Mit dem Gasvolumenstrom V˙g ergibt sich daraus die (mittlere)
Gasblasenverweilzeit τBl. im Reaktionsvolumen:
τBl. =
V ·εg
V˙g
(5.3 - 1)
In Simulationen des Gasphasenverhaltens unter entsprechenden Betriebsbedingungen wurde
der Parameter Wekrit.·σ nun so variiert, daß die simulierte (mittlere) Gasblasenverweilzeit der
aus Meßwerten berechneten entsprach. So ergab sich fu¨r das untersuchte System ein Wert von
Wekrit.·σ = 6,85 mNm . Die kritische Weberzahl Wekrit. liegt im Bereich um 1 [126, 286]; die Ober-
fla¨chenspannung der Fermentationsbru¨he bei 37◦C hat also ungefa¨hr denselben Wert von σ ≈
≈ 7 mNm . Reines Wasser hat bei 20◦C etwa den zehnfachen Wert; fu¨r eine warme, tensidhaltige
Fermentationsbru¨he ist der gefundene Wert also sehr plausibel.
Die Oberfla¨chenspannung und die kritische Weberzahl sind (temperaturabha¨ngige) Stoffpa-
rameter – sie sind also beliebig von kleinen auf große Reaktoren u¨bertragbar. Wenn eine Maß-
stabsvergro¨ßerung untersucht und simuliert werden soll, genu¨gt es deswegen, fu¨r das gegebene
Stoff- und biologische System ein einziges Mal (im Laborfermenter) diese Parameter (bzw. deren
Produkt) zu ermitteln.
5.3.4 Diskussion
Das hier beschriebene Modell erlaubt eine realita¨tsnahe Vorhersage der Gasblasenstro¨mung in
einem begasten Ru¨hrkessel. (An bestimmten Stellen waren Vera¨nderungen bzw. Anpassungen der
numerischen Algorithmen notwendig, wie im Anhang in Abschnitt E.4.2 [S. 211] dargestellt.)
Lediglich drei wohldefinierte Aspekte werden vernachla¨ssigt. Der erste (Entkopplung der Mehr-
phasenstro¨mung im Modell) wurde bereits in Abschnitt 5.3.1.2 (Seite 99) diskutiert. Im folgen-
den wird fu¨r zwei weitere Aspekte diskutiert, in welchen Fa¨llen sie ohne bedeutende Fehler ver-
nachla¨ssigt werden ko¨nnen.
5.3.4.1 Blaseneintrag
Wird eine Flu¨ssigkeit mit einem Ru¨hrer nahe an der freien Oberfla¨che stark geru¨hrt, so entstehen
durch die Turbulenz nahe der Oberfla¨che Gasblasen, die teilweise von der Stro¨mung in die Tiefe
transportiert werden [203]. Diese Blasen tragen in gleicher Weise zum Sauerstoffeintrag bei wie
diejenigen, die vom Begaser freigesetzt werden. Sie ko¨nnen aber im Modell nicht erfaßt werden,
solange Ihre Bildungsrate nicht bekannt ist.
Sofern bekannt ist, welchem Gasstrom der Blaseneintrag entspricht, und welche Gro¨ße die eingetragenen
Blasen haben, la¨ßt sich das Pha¨nomen auf dieselbe Weise im Modell integrieren wie der Begaserring. Diese
17Die Bestimmung der Oberfla¨chenspannung fu¨r das untersuchte Stoff- und biologische Testsystem war aus sicher-
heitstechnischen Gru¨nden unmo¨glich. Der verwendete Mikroorganismus Klebsiella pneumoniae ist ein potentieller
Krankheitserreger; deshalb muß bei der Arbeit jede Aerosolbildung von lebenden Kulturen vermieden werden.
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Information ist aber kaum verfu¨gbar, so daß die von der Oberfla¨che eingetragenen Blasen vernachla¨ssigt
werden mu¨ssen.
Ein Ru¨hrer, der nahe an der freien Oberfla¨che sitzt und dort viele Gasblasen produziert, hat
einen relativ niedrigen Wirkungsgrad. Deswegen sind solche Fa¨lle selten. Er produziert auch einen
lokalen, schwer regulierbaren Sauerstoffeintrag. In mikroaeroben Prozessen, in denen auch Ho-
mogenita¨t gefordert ist, muß dieser Zustand besonders vermieden werden. Somit ist es ein ver-
nachla¨ssigbarer Fehler, ihn auch im hier entwickelten Modell zu u¨bergehen.
5.3.4.2 Gaskavita¨ten
Die Gasblasen haben in der Realita¨t Einfluß auf die Flu¨ssigkeitsstro¨mung. Am Ru¨hrer bilden sich
Gaskavita¨ten hinter den Ru¨hrerbla¨ttern; diese mindern die Pumpkapazita¨t und den Leistungsein-
trag des Ru¨hrers.18 Dieser Effekt wird aber nur oberhalb eines bestimmten Gasvolumenstromes
deutlich (vgl. Abschnitte 2.2.5 und 2.2.6 sowie Abbildung 2.4 auf Seite 20).
In generell schwach begasten Prozessen (ohne Gaskavita¨ten am Ru¨hrer) ist diese Begrenzt-
heit des Modelles also vernachla¨ssigbar. Dies sind z.B. Prozesse, die wegen geringer Zelldichten
und Sauerstoffaufnahmeraten keiner besonders intensiven Begasung bedu¨rfen (z.B. Zellkulturen).
Ebenfalls bedeutend sind hier solche Prozesse, in denen absichtlich nur eine begrenzte Sauerstoff-
versorgung der suspendierten Mikroorganismen (oder Zellen) realisiert wird (mikroaerobe Prozesse,
vgl. Abschnitt 3.1.4, auf Seite 35). Hier ist die Hauptaufgabe des Ru¨hrers eine mo¨glichst homogene
Vermischung des Reaktorinhaltes, weil u¨berall im Reaktor dieselbe (geringe) Sauerstoffkonzentra-
tion erreicht werden soll. (Hierzu kann auch angestrebt werden, die Gasblasen und den von ihnen
ausgehenden Sauerstoffeintrag mo¨glichst gleichma¨ßig im Reaktor zu verteilen.) Fu¨r solche Prozesse
ist das hier beschriebene Modell vorrangig entwickelt worden.
5.3.4.3 Ansa¨tze fu¨r Koaleszenz
Im folgenden soll kurz diskutiert werden, wie auch Blasenkoaleszenz in das vorliegende Modell
integriert werden ko¨nnte.19
Blasenabsta¨nde. Jede Blasentrajektorie entspricht einem festgelegten Gasvolumenstrom. Sie
kann also als ein, in Blasen aufgeteilter, konstanter Gasstrom entlang ihres Verlaufes gedacht
werden. Nimmt man aus dieser stro¨menden Blasenkette eine Momentaufnahme, so erkennt man
unterschiedliche Absta¨nde zwischen den Blasen. Diese Absta¨nde sind um so gro¨ßer, je schneller
die Blasen sich bewegen. An Stellen, wo die Blasen sehr langsam sind, holen sie u.U. einander ein
und beru¨hren sich, so daß sie (in dieser Modellvorstellung) koaleszieren mu¨ssen.
Wirksamkeit. Diese einfache Modellvorstellung wurde versuchsweise im hier entwickelten
Modell integriert. Damit konnte z.B. erreicht werden, daß Blasen, die an der Stagnationsstelle
hinter dem Ru¨hrerblatt festsaßen, durch Koaleszenz im Modell so weit an Gro¨ße und Auftrieb
gewannen, daß sie nie zum absoluten Stillstand (relativ zum Ru¨hrer) kamen. Dadurch konnte die
Anzahl von Trajektorien, die im Modell wegen Stillstandes abgebrochen wurden, drastisch gesenkt
werden.
18In aeroben Prozessen in der Biotechnologie ist eine hohe Sauerstoffeintragsleistung die wesentliche Aufgabe des
Ru¨hrers; diese ist vorwiegend an den Leistungseintrag und die Energiedissipation im Reaktorinhalt gekoppelt (vgl.
Abschnitt 2.3.3.1, auf Seite 26).
19Diese Ansa¨tze wurden im Rahmen der hier dokumentierten Arbeiten nicht praktisch umgesetzt. Die U¨berlegun-
gen sind hier wiedergegeben, um eine mo¨gliche Richtung zur Fortentwicklung des bestehenden Modells anzudeuten.
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Unbekannte. Der neu eingefu¨hrte Mechanismus muß mit einer weiteren Proportionalita¨ts-
konstante ”kalibriert“ werden. Im Modell wird, ausgehend von jedem Loch des Begaserringes,
eine frei wa¨hlbare Anzahl von Trajektorien (mit jeweils eigenen, stochastisch verteilten Turbu-
lenzeinflu¨ssen) gerechnet. Wegen der unterschiedlichen Zufallseffekte der Turbulenz kann so daß
Stro¨mungsfeld gleichma¨ßiger und realistischer mit Trajektorien gefu¨llt werden.20 Je mehr Tra-
jektorien berechnet werden, desto geringer ist der Gasstrom, der mir jeder einzelnen Trajektorie
assoziiert ist.
In der praktischen Anwendung dieser Koaleszenzmodellierung sollte der Einfluß des Gasstromes
je Trajektorie aus dem Modell eliminiert werden. Damit wird aber eine ersetzende Proportiona-
lita¨tskonstante no¨tig. Deren Wert kann nur aus Meßreihen bestimmt werden, die (integrale) Gas-
volumenanteile εg in Abha¨ngigkeit verschiedener anderer Parameter wiedergeben. (Zum Vorgehen
vgl. Abschnitt 5.3.3.3, auf Seite 105.) Solche Meßreihen standen bei der Modellentwicklung und
-anwendung in der vorliegenden Arbeit nicht zur Verfu¨gung. Deswegen wurde auf die Anwendung
dieses Teilmodelles zur Blasenkoaleszenz verzichtet.
Gasvolumenanteil. Wa¨hrend der Berechnung der Gasblasentrajektorien werden die Gasbla-
senverweilzeiten in jedem einzelnen Volumenelement aufsummiert. Mit dem – jeder Trajektorie
zugeordneten – Gasvolumenstrom kann so fu¨r jedes Kontrollvolument ein (lokaler) Gasvolumen-
anteil εg bestimmt werden.
Bei spa¨teren Trajektorienberechnungen ko¨nnte diese Information ausgewertet werden. Je ho¨her
der lokale Gasvolumenanteil, desto ho¨her die Koaleszenzwahrscheinlichkeit.
Der genaue Zusammenhang zwischen diesen Gro¨ßen mu¨ßte aber ebenfalls erst in ausfu¨hrlichen
Experimenten ermittelt werden, bevor dieser Ansatz anwendbar wa¨re. Deswegen wurde auch er
im beschriebenen Modell nicht verwendet.
5.3.5 Zusammenfassung
Die disperse Gasphasenstro¨mung im begasten Ru¨hrkessel wird nach der (Euler/-) Lagrange-
Methode simuliert. Dabei werden einzelne Blasentrajektorien in einem ”eingefrorenen“ Stro¨mungs-
feld der Flu¨ssigkeit berechnet. Durch das Einbeziehen von Turbulenzeinflu¨ssen und das Rechnen
vieler Trajektorien verteilt sich die disperse Gasphase im Modell wie in der Realtita¨t mehr oder
weniger gleichma¨ßig im Flu¨ssigkeitsraum.
Da das Stro¨mungsfeld der Flu¨ssigkeit aus einer direkten Ru¨hrersimulation entnommen wird,
mußte eine spezielle Trajektorienberechnung im inneren, urspru¨nglich rotierenden Teilgebiet im-
plementiert werden. (Berechnung der Bewegung relativ zu dem [mit dem Ru¨hrer] rotierenden
Bezugssystem; Einbeziehung von Zentrifugal- und Corioliskra¨ften.)
Die grundsa¨tzlich gegebene Mo¨glichkeit, den Einfluß der dispersen Gasphasenstro¨mung auf das
Stro¨mungsfeld der Flu¨ssigkeit bei dessen Berechnung zu beru¨cksichtigen, wurde dabei aufgegeben.
Sie wieder aufzunehmen, ist grundsa¨tzlich mo¨glich, erfordert aber zusa¨tzliche Programmodifika-
tionen und ist bei der Simulation schwach begaster Bioprozesse in Ru¨hrkesseln verzichtbar.
Wa¨hrend der Trajektorienberechnung wird ein einfaches Modell zur Behandlung der turbulenz-
abha¨ngigen Blasenzerteilung verwendet, um die sich ergebende Blasengro¨ßenverteilung vorherzu-
sagen und im weiteren Modell korrekt zu beru¨cksichtigen. Abschließend werden klar definierte
Anwendungsgrenzen des Modells diskutiert und Ansa¨tze zur Erweiterung des Modells auf koales-
zenzfo¨rdernde Stoffsystem aufgezeigt.
20Das Ergebnis entspricht dann einem Langzeitmittel fu¨r die ra¨umliche Verteilung des Gasvolumens [“hold-up”]
im Reaktor.
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5.4 Stoffaustausch und -transport
Aufbauend auf den bis hierher ermittelten Stro¨mungsfeldern fu¨r Flu¨ssigkeit und disperse Gasphase
soll nun der lokale Stoffeintrag aus der Gasphase in die Flu¨ssigkeit modelliert werden. Weiterhin
wird dieser Stoffeintrag gegen Stofftransport und Stoffverbrauch bilanziert, so daß sich ein stati-
ona¨res Konzentrationsprofil in der Simulation ergeben kann.
5.4.1 Stoffaustausch
Die mathematische Beschreibung des Stoffaustausches an einer Phasengrenze (zwischen Gas und
Flu¨ssigkeit) wurde in Abschnitt 2.3 (Seite 21) gegeben (s. Gleichung 2.3 - 11 auf Seite 22). Es
werden die (lokalen) Sauerstoffkonzentrationen in Gas (cg 7→ c∗l ) und Flu¨ssigkeit (cl) sowie die
Gro¨ße A der Phasengrenzfla¨che im Kontrollvolumen und der (”flu¨ssigkeitsseitige“) Stoffaustausch-
koeffizient βl beno¨tigt. Diese drei sollen in den folgenden Abschnitten einzeln mit Bezug auf das
hier entwickelte Modell behandelt werden.
5.4.1.1 Grenzfla¨chengro¨ße
Jede Blasentrajektorie ist mit einem gewissen (kontinuierlich zu denkenden) Gasmassenstrom m˙g
verknu¨pft. Aus diesem und der Verweilzeit τg der Blase (-ntrajektorie) in einem einzelnen Kon-
trollvolumen ergibt sich eine bestimmte konstante Gasmenge mg = m˙g·τg, die sich nach der Mo-
dellrechnung sta¨ndig im betrachteten Kontrollvolumen aufha¨lt.21 Mit der Masse mBl. und der
Oberfla¨che OBl. einer einzelnen Blase ergibt sich ein Betrag fu¨r die Gro¨ße der Phasengrenzfla¨che
A im Kontrollvolumen:
A = OBl.· mg
mBl.
(5.4 - 2)
Wenn die Blase (durch Turbulenzeinflu¨sse) im Modell zerteilt wurde, ist noch mit dem Bla-
senanzahlparameter nb zu multiplizieren, der aktuell mit der Trajektorie verknu¨pft ist (vgl. Ab-
schnitt 5.3.3.1, auf Seite 104).
Wenn mehrere Blasentrajektorien durch dasselbe Kontrollvolumen gehen, werden deren Bei-
tra¨ge zur Phasengrenzfla¨che im Kontrollvolumen aufsummiert.
5.4.1.2 Austauschkoeffizient
In Abschnitt 4.1.3.3 (Seite 62) wurde gezeigt, daß Gleichung 4.1 - 30 [S. 62] den linearen Stoffaus-
tauschkoeffizienten βl fu¨r die relativ kleinen Gasblasen in biotechnologischen Medien am besten
beschreibt. Die Blasen sind erheblich kleiner als die großen, energiereichen Turbulenzwirbel; des-
wegen ist βl nur von  und nicht von k abha¨ngig:
βl =
2√
pi
·
(D
ν
)bD
· 4√ν· (5.4 - 3)
Karamanev et al. haben gezeigt, daß sich Luftblasen in (”kontaminiertem“) Wasser bis zu
einem Durchmesser von mehr als 0,5mm wie starre Kugeln verhalten [148]. (Vgl. Abschnitt 4.3.3.2,
auf Seite 82.) In der Validierung des hier entwickelten Modelles wird sich zeigen, daß im unter-
suchten Reaktor Blasen mit Durchmessern unter 1 mm absolut vorherrschten (s. Abschnitt 7.1.2
21Dies bedeutet nicht, daß der Gasanteil im Kontrollvolumen still steht. Es bedeutet nur, daß die Gasmenge im
Kontrollvolumen konstant ist, weil Zu- und Abstrom (
”
entlang“ der Blasentrajektorie) einander sta¨ndig die Waage
halten.
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auf Seite 144). Die Blasen sind also kleine, rigide Kugeln mit immobiler Phasengrenze; deswegen
wird fu¨r bD der Wert 23 angesetzt.
Es bleibt eine Proportionalita¨tskonstante zu bestimmen. Die theoretische Herleitung ergibt den
Wert 2√
pi
≈ 1,128. Die angegebene Gleichung ist in der Literatur vielfach angewendet worden; aus
integralen Messungen wurde hierbei die Proportionalita¨tskonstante auf den wesentlich geringeren
Wert von 0,13 bestimmt [52, 150]. Dies mag ein Effekt der Anpassung des Exponenten bD an der
Schmidtzahl Sc = νD sein. Weiterhin wurde der Literaturwert u¨ber integrale Messungen bestimmt:
Der Leistungseintrag des Ru¨hrers wurde auf das gesamte Reaktorvolumen oder auf das vom Ru¨hrer
bei seiner Rotation u¨berstrichene Volumen bezogen.
Die Bestimmung eines eigenen Wertes fu¨r die Propotionalita¨tskonstante ist in Abschnitt 7.1.3.1
(Seite 145) erkla¨rt.
5.4.1.3 Sauerstoffkonzentrationen
Mit den Werten fu¨r A und βl, die in den vorigen Abschnitten bestimmt wurden, kann nun (nach
Gleichung 2.3 - 11 auf Seite 22) wa¨hrend der Trajektorienberechnung der lokale Stoffstrom von
Sauerstoff aus der Gasphase in die Flu¨ssigkeit bestimmt werden. Dabei werden Werte fu¨r die
Sauerstoffkonzentration in Gas (cg) und Flu¨ssigkeit (cl) beno¨tigt.
Die Sauerstoffkonzentration cg in der Gasblase ist anfangs durch die Randbedingungen der
Gaszufuhr vorgegeben. Wa¨hrend der Bewegung durch die Flu¨ssigkeit verliert die Blase Sauerstoff
an die Flu¨ssigkeit; dies wird bei der Trajektorienberechnung u¨ber der Zeit bilanziert (vgl. Abbil-
dung 4.4, auf Seite 83).22 So beschreibt das Modell genau die Sauerstoffverarmung der Gasblasen
auf ihrem Weg, wobei auch die Verminderung der Blasengro¨ße (mir ihren Folgen fu¨r den Blasenauf-
stieg) realisiert wird. Die vera¨nderte Sauerstoffkonzentration wird außerdem bei der Bestimmung
des jeweils lokalen Sauerstoffu¨bergangs im na¨chsten Zeitschritt der Trajektorie beru¨cksichtigt.
5.4.2 Gleichgewichtseinstellung
Die Sauerstoffkonzentration cl in der Flu¨ssigkeit ergibt sich schließlich aus einem Gleichgewicht
der folgenden Mechanismen:
• Lokaler Sauerstoffeintrag (aus den Gasblasen);
• (lokaler) Sauerstoffverbrauch (durch suspendierte Zellen);
• Stofftransport durch die Stro¨mung (Konvektion);
• Stofftransport durch Diffusion und Dispersion.23
Diese Mechanismen des Stofftransportes sind alle von der lokalen Sauerstoffkonzentration abha¨n-
gig, die sie wiederum selbst beeinflussen. Die Gleichgewichtseinstellung zwischen den letzten drei
Punkten entspricht in der Simulation der Lo¨sung einer Differentialgleichung fu¨r eine Stoffbilanz.
Konvektiver und diffusiver (dispersiver) Stofftransport werden dabei von einer normalen Navier-
Stokes-Gleichung beschrieben, wie sie in Abschnitt 4.2.1.1 erla¨utert ist (Gleichung 4.2 - 39, auf
Seite 66).
22Auf diese Weise kann das Modell auch den Transport von Sauerstoff in kleinen, sehr lange zirkulierenden Gas-
blasen beschreiben; sie nehmen in sauerstoffreichen Zonen im Reaktor Sauerstoff auf und geben ihn an anderer Stelle
wieder an die Flu¨ssigkeit ab.
23Dispersion verha¨lt sich mathematisch analog zur Diffusion, wobei der Transportkoeffizient von der lokalen Tur-
bulenz abha¨ngt und dort, wo Turbulenz herrscht, den (laminaren) Diffusionskoeffizienten ganz u¨berwiegt.
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Der (lokale) Sauerstoffverbrauch ist auf jeden Fall konzentrationsabha¨ngig, weil er mit sinken-
der Konzentration ebenfalls gegen null gehen muß.24 Er kann als ein zusa¨tzlicher, von der Bi-
lanzgro¨ße (Sauerstoffkonzentration) abha¨ngiger Senkenterm −sv (negative Quelle) in die Navier-
Stokes-Gleichung integriert werden.
Fu¨r jedes Kontrollvolumen wird eine solche Navier-Stokes-Gleichung gelo¨st. Dabei wird
außerdem, als zusa¨tzlicher Quellterm, der Stoffu¨bergang von den Gasblasen in die Flu¨ssigkeit
eingerechnet. Von jeder Trajektorie werden, bei deren Berechnung, in jeder beru¨hrten Zelle (Kon-
trollvolumen) solche Quellterme bestimmt. Wenn mehrere Trajektorien dieselbe Zelle beru¨hren,
werden die einzelnen Quellterme aufsummiert.
5.4.2.1 Iterativer Algorithmus
Es wurde erkla¨rt, daß die einzelnen Mechanismen, die (netto) Sauerstoff in ein Kontrollvolumen
hineinbringen oder aus ihm entfernen, nach und nach ein Gleichgewicht miteinander erreichen.
Dabei ha¨ngt das Ausmaß jedes einzelnen Mechanismus von der (aktuellen) lokalen Sauerstoffkon-
zentration ab. Fu¨r den konvektiven und den dispersiven Stofftransport ist diese Wechselwirkung
in der Navier-Stokes-Gleichung direkt enthalten. Auch fu¨r den Sauerstoffverbrauch ist dies ge-
geben, wenn der Senkenterm direkt in seiner konzentrationsabha¨ngigen Form in die Gleichung
eingesetzt wird.
Die Quellterme vom Stoffu¨bergang aus den Gasblasen in die Flu¨ssigkeit werden aber nur
wa¨hrend der Berechnung der Gasblasentrajektorien bestimmt. Sie sind also wa¨hrend der (an-
schließenden) Lo¨sung der aufgestellten Navier-Stokes-Gleichungen in jedem einzelnen Kontroll-
volumen konstant. Dies ist aber nicht sinnvoll: Wenn die Gelo¨stsauerstoffkonzentration cl sich
a¨ndert, a¨ndert sich (gema¨ß Gleichung 2.3 - 11 [S. 22]) auch der Stoffaustauschterm. Dies muß in
eine sinnvolle Berechnung eingehen, um korrekte Konzentrationswerte zu erhalten.
Die Stoffaustauschterme mu¨ssen also wa¨hrend der Lo¨sung der Navier-Stokes-Gleichungen
fu¨r alle einzelnen Kontrollvolumina sta¨ndig aktualisiert werden. Dies erfordert eine rechenintensive
iterative Lo¨sung. Darin werden immer abwechselnd. . .
1. Trajektorien in hinreichender Zahl,25 und damit neue Austauschterme, berechnet, und. . .
2. die Navier-Stokes-Gleichungen (unter Anwendung der aktualisierten Stoffaustauschterme)
erneut gelo¨st.
Dies ist der ga¨ngige Algorithmus, mit dem gewo¨hnlich Impuls-, Wa¨rme- und Stoffaustausch in
Simulationen nach dem Euler-Lagrange-Modell eingebracht werden.
5.4.2.2 Optimierung des Algorithmus
Die numerische Stabilita¨t der Berechnung erfordert es, die Stoffaustauschterme ha¨ufig zu aktua-
lisieren.26 Wenn auch stochastische Turbulenzeinflu¨sse auf die Trajektorien eingerechnet werden,
24Das mathematische Modell fu¨r den Sauerstoffverbrauch (
”
Zehrung“) in Abha¨ngigkeit von der (lokalen) Sauer-
stoffkonzentration wird weiter unten genauer diskutiert (siehe Abschnitt 5.4.6, auf Seite 116).
25Da stochastische Turbulenzeinflu¨sse auf die Blasenbewegung in der Trajektorienberechnung beru¨cksichtigt wer-
den, mu¨ssen jedesmal viele Trajektorien berechnet werden, damit von Iteration zu Iteration keine massive (und
unrealistische) Vera¨nderung der ra¨umlichen Gasphasenverteilung im numerischen Modell passiert. (Vgl. auch Ab-
schnitt 5.3.1.1, auf Seite 99).
26Sonst entfernt sich die lokale Konzentration im Lauf der Iterationen zu weit vom physikalisch sinnvollen Ergebnis,
bevor die Austauschterme (in einer erneuten Trajektorienberechnung) auf die vera¨nderte Konzentration reagieren.
Das wu¨rde die Konvergenz auf ein physikalisch sinnvolles Endergebnis verhindern; statt dessen wu¨rde eine Oszillation
um diesen Wert sich immer weiter aufschaukeln.
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mu¨ssen außerdem jedesmal sehr viele Trajektorien berechnet werden. Andernfalls wechselt die
ra¨umliche Verteilung der Gasphase (und damit der lokalen Stoffaustauschterme) zu stark von
einer Iteration zur na¨chsten. (Auch dies wu¨rde die Konvergenz der Gleichgewichtseinstellung zwi-
schen den Stofftransportmechanismen27 zu stark mit sta¨ndigen stochastischen Schwankungen der
Stoffaustauschterme behindern.)
Ausgangsgro¨ßen. . . Diese Schwierigkeiten werden auf folgende Weise umgangen: Bei der Tra-
jektorienberechnung werden nicht mehr Quellterme fu¨r den gelo¨sten Sauerstoff berechnet. Statt
dessen werden fu¨r jedes Kontrollvolumen die dafu¨r no¨tigen Gro¨ßen unmittelbar gespeichert. Dies
sind:
• Der Sauerstoffgehalt der Blase;
• die Gro¨ße der Blase, die also ihre Oberfla¨che bestimmt;
• der lineare Stoffaustauschkoeffizient an der Blasenoberfla¨che;
• die Verweilzeit der Blase im Kontrollvolumen und. . .
• der Anzahlparameter fu¨r Trajektorien fu¨r bereits zerteilte Blasen.
Eine besondere Behandlung ist no¨tig, wenn mehrere Trajektorien (in der Berechnung nacheinan-
der) dasselbe Kontrollvolumen beru¨hren: Die Beitra¨ge der einzelnen Blasen (-trajektorien) zum
gesamten lokalen Gasvolumenanteil εg werden in jeder einzelnen Zelle aufsummiert.
Mittelung Der lineare Stoffaustauschkoeffizient βl ist nur von der lokal herrschenden Turbulenz
abha¨ngig (turbulente Energiedissipation , vgl. Gl. 5.4 - 3, auf Seite 108). Er hat also innerhalb
eines Kontrollvolumens fu¨r jede Trajektorie denselben Wert.
Die Blasengro¨ße wird nicht direkt gespeichert, sondern statt ihrer die Blasenoberfla¨che OBl..
Diese Gro¨ße muß (in geeigneter Art) u¨ber alle Trajektorien gemittelt werden, die das betrachtete
Kontrollvolumen beru¨hren:
Der Beitrag einer einzelnen Blasentrajektorie zum gesamten Stoffaustausch (in einem Kon-
trollvolumen) ist [u.a., s. Abschnitt 5.4.2.2] proportional zur Verweilzeit der Blase (-ntrajektorie)
im Volumenelement. Deswegen wird bei der Mittelung der Blasenoberfla¨che (u¨ber alle Trajektori-
en, die das Kontrollvolumen beru¨hren) jeweils nach der Verweilzeit der einzelnen Trajektorie im
Volumenelement gewichtet.
Diese U¨berlegung wird auf gleiche Weise auf die Sauerstoffkonzentration in der Gasphase u¨bert-
ragen.
Weitere Gewichtung Jede Blasentrajektorie steht fu¨r denselben Gasvolumenstrom. Deswegen
ist der Beitrag jeder Trajektorie zum Stoffaustausch proportional zu (1.) der Verweilzeit (im Bilanz-
volumen, vgl. den vorigen Abschnitt) und (2.) der spezifischen (auf das Blasenvolumen bezogenen)
Blasenoberfla¨che OBl.VBl. . Letztere ist proportional zum Kehrwert
1
dBl.
des Blasendurchmessers, der
wiederum proportional zur dritten Wurzel 3
√
VBl. des Blasenvolumens ist:
OBl.
VBl.
∼ 1
dBl.
∼ 1
3
√
VBl.
(
= V
− 1
3
Bl.
)
(5.4 - 4)
27Siehe Abschnitt 5.4.2, auf Seite 109.
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Fu¨r eine von Turbulenzeinflu¨ssen bereits ”zerteilte“ Blase (-ntrajektorie; vgl. Abschnitt 5.3.3.1,
auf Seite 104) ist das Volumen VBl. einer Einzelblase umgekehrt proportional zur Blasenanzahl nb,
in die die Ausgangsblase bereits zerteilt wurde. (Jede Trajektorie steht fu¨r denselben Gasmengen-
strom und hat denselben Anfangsdurchmesser dBl.,0 der Ausgangsblase [fu¨r nb = 1].) Daher gilt in
Fortsetzung von Gleichung 5.4 - 4:
OBl.
VBl.
∼ V −
1
3
Bl. ∼ n
1
3
b (= 3
√
nb) (5.4 - 5)
Mit dieser Proportionalita¨t wird zusa¨tzlich gewichtet, wenn die (mittlere) Sauerstoffkonzentration
cg in der Gasphase fu¨r jedes einzelne Kontrollvolumen aus der Trajektorienberechnung ermittelt
wird.
5.4.3 Praktische Ausfu¨hrung
Mit dem beschriebenen Algorithmus (vgl. Abschnitt 5.4.2.2, auf Seite 110) ist es mo¨glich, mit
erheblich verringertem Aufwand an Rechenzeit realistische Simulationsrechnungen durchzufu¨hren.
Das Ausmaß aller Stofftransportmechanismen (vgl. Abschnitt 5.4.2, auf Seite 109) folgt jetzt un-
mittelbar (von einer Iteration zur na¨chsten) der sich vera¨ndernden Gelo¨stsauerstoffkonzentration,
ohne daß neue Trajektorien (und damit neue Stoffaustauschterme) berechnet werden mu¨ssen. Dies
ermo¨glicht eine rasche und sichere Konvergenz der iterativen Lo¨sung fu¨r die aufgestellte Navier-
Stokes-Gleichung (vgl. Abschnitt 5.4.2, auf Seite 109).
5.4.3.1 Neuberechnung fu¨r die Gasphase
Nur ein Pha¨nomen erfordert weiterhin eine regelma¨ßige Aktualisierung (also Neuberechnung) der
Blasentrajektorien: Dadurch, daß sich (bei der diskutierten Gleichgewichtseinstellung) die Sauer-
stoffkonzentration in der Flu¨ssigkeit a¨ndert, a¨ndert sich auch der Stoffu¨bergang zwischen Blasen
und Flu¨ssigkeit. Dies vera¨ndert wiederum die zeitliche Vera¨nderung der Sauerstoffkonzentration
in den Gasblasen auf ihrem Weg durch den Reaktorinhalt. Dies kann nur durch iterative Neube-
rechnung der Trajektorien im Modell realisiert werden.
Die Konvergenz der Lo¨sung fu¨r die Gelo¨stsauerstoffkonzentration ist aber von diesen Neube-
rechnungen unabha¨ngig. Deswegen kann die Ha¨ufigkeit dieser Berechnungen ganz vom jeweiligen
Anspruch an die Genauigkeit der Gesamtlo¨sung abha¨ngig gemacht werden. Wenn die Sauerstoff-
verarmung der Gasblasen vernachla¨ssigbar ist, kann auf die periodische Neuberechnung der Bla-
sentrajektorien ganz verzichtet werden. Dies la¨ßt sich feststellen, in dem die Trajektorien einmal
fu¨r ga¨nzlich sauerstofffreie Flu¨ssigkeit berechnet werden, und man den Sauerstoffgehalt der Blasen
beim Erreichen der freien Oberfla¨che betrachtet.
5.4.3.2 Trajektorienanzahl
Mit dem einfachen Algorithmus fu¨r Austauschprozesse im Euler-Lagrange-Modell (vgl. Ab-
schnitt 5.4.2.1, auf Seite 110) ist es no¨tig, jeweils sehr viele Trajektorien zu berechnen, sofern
stochastische Turbulenzeinflu¨sse auf die Blasenbahnen beru¨cksichtigt werden. Es muß jedesmal
das Abbild einer Mittelung u¨ber viele momentane Gasverteilungen im Reaktionsvolumen (u¨ber
einen la¨ngeren Zeitraum) ermittelt werden. Nur so a¨hneln sich die ra¨umlichen Verteilungen der
Gasphase von einem iterativen Wechsel zwischen Stofftransport- und Trajektorienberechnung zum
na¨chsten.
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Der neue Algorithmus (vgl. Abschnitt 5.4.2.2, auf Seite 111) ist robust gegen Vera¨nderungen
der ra¨umlichen Verteilung der Gasphase. Und auch ungleichma¨ßige Ergebnisfelder fu¨r den (berech-
neten) lokalen Gasvolumenanteil εg sto¨ren kaum die Stabilita¨t und Genauigkeit der Berechnungen.
Solche Felder ergeben sich, wenn nur jeweils eine begrenzte Anzahl von Blasentrajektorien (mit
stochastischen Turbulenzeinflu¨ssen) berechnet wird.
Unstetige Lo¨sungen fu¨r den lokalen Gasvolumenanteil εg fu¨hren zwar zu erheblich variierenden
Sauerstoffeintra¨gen in jeweils benachbarten Kontrollvolumina. Die zumeist intensive Turbulenz
fu¨hrt aber zu starken diffusiven Ausgleichsmassenstro¨men; in den berechneten (dreidimensiona-
len) Konzentrationsfeldern fu¨r Gelo¨stsauerstoff sind daher keine Einflu¨sse unsteter Felder fu¨r den
lokalen Gasvolumenanteil erkennbar. (Vergleiche hierzu die verschiedenen Abbildungen in Ab-
schnitt 7.2.3, ab Seite 152.)
5.4.3.3 Druckeinflu¨sse
Ru¨hrkesselreaktoren fu¨r industrielle Produktionsprozesse ko¨nnen viele Meter hoch werden. (Be-
sonders in der Biotechnologie findet man, wegen der relativ geringen Raum-Zeit-Ausbeuten, oft
sehr große (Bio-) Reaktoren.) In solchen Reaktoren herrscht am unteren Ende ein erheblicher
hydrostatischer Druck, der wesentlichen Einfluß auf den Stoffaustausch zwischen Gasblasen und
Flu¨ssigkeit hat. Die Lo¨slichkeit einer Gaskomponente in einer Flu¨ssigkeit ist na¨mlich immer pro-
portional zum absoluten Partialdruck der Komponente in der Gasphase (Henrysches Gesetz, vgl.
Gleichung 2.3 - 10 [in Abschnitt 2.3] auf Seite 21).
Weiterhin a¨ndert sich, durch die Kompressibilita¨t des Gases in den Gasblasen, auch deren Gro¨ße
auf ihrem Weg durch den Reaktor. Dies wird im Modell ebenfalls quantitativ beru¨cksichtigt. Die
Kompressibilita¨t der Gasblasen wird dabei nach dem Gesetz von Boyle-Mariotte beschrieben:
p·V |T = const. (5.4 - 6)
Temperatureinflu¨sse und das Gesetz von Gay-Lussac28 bleiben im Modell unberu¨cksichtigt. Die Be-
rechnung von Temperaturen wu¨rde auch die Berechnung spezifischer Enthalpien (sowie zusa¨tzliche Stoffpa-
rameter) erfordern; der Aufwand stu¨nde in keinem Verha¨ltnis zum Genauigkeitsgewinn.
Ebenso wird beachtet, daß durch die Grenzfla¨chenspannung σ zwischen Gas und Flu¨ssigkeit,
in Verbindung mit der Grenzfla¨chenkru¨mmung an einer Gasblase, der Druck in einer Gasblase
gro¨ßer ist als derjenige in der umgebenden Flu¨ssigkeit. Diese Druckdifferenz ist abha¨ngig vom
Blasendurchmesser:
∆p =
4·σ
dBl.
(5.4 - 7)
5.4.4 Ru¨hrerrotation
Bei der Berechnung der Flu¨ssigkeitsstro¨mung rotiert der Ru¨hrer in der Simulation wie in der
Realita¨t und vera¨ndert somit sta¨ndig seine Stellung zu den Stro¨mungsbrechern. Alle weiteren Mo-
dellschritte sind aber von dieser zeitlichen Variation entkoppelt (vgl. die Abschnitte 5.5.3 [S. 117]
und 5.2.4 [S. 96]). Bei der Berechnung der Gasblasentrajektorien wird diese Vereinfachung mit be-
sonderen Techniken wettgemacht, die in Abschnitt 5.3.2 (Seite 100) und Abschnitt E.4.1 (Seite 211)
beschrieben sind.
28 V ·T |p = const. – Dieses und das vorgenannte Gesetz ergeben zusammen die Zustandsgleichung fu¨r ideale Gase:
p·V = m·<·T .
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5.4.4.1 Rotationsmittelung
Auch bei der Simulation des Stofftransportes fu¨r den gelo¨sten Sauerstoff mu¨ssen geeignete Maß-
nahmen getroffen werden, um die Ru¨hrerrotation voll in das Modell zu integrieren. Dies bedeutet
konkret, daß die Stofftransportberechnung nicht bei einer Winkelstellung des Ru¨hrers zu den
Stro¨mungsbrechern stattfinden darf; statt dessen muß sie kontinuierlich u¨ber viele verschiedene
Ru¨hrerstellungen gemittelt werden.
Realisierung Um dies zu realisieren, wurde wiederum eine spezielle Funktion programmiert.
Wa¨hrend der Simulation des Stofftransportes in der Flu¨ssigkeit berechnet sie zuna¨chst den kon-
vektien und diffusiven Stofftransport durch die Grenze zwischen rotierendem und still stehendem
Teilbereich, wie sie fru¨her definiert wurde (siehe die oben zitierten Abschnitte). Das Ergebnis ent-
spricht genau den Stoffflu¨ssen, die von FLUENT standarma¨ßig an dieser Stelle verwendet werden.
Somit kann also der Stofftransport durch die Bereichsgrenze im numerischen Modell genau an-
nulliert werden, indem Quell- und Senkenterme in allen Zellen entlang der Grenze zwischen den
Teilbereichen definiert werden.
In einem zweiten Schritt wird dann fu¨r alle mo¨glichen Stellungen, die der innere Teilbereich
(mit dem Ru¨hrer) relativ zum a¨ußeren Teilbereich einnehmen kann, der konvektive und diffusive
Stofftransport neu berechnet. Bedingung fu¨r die ”mo¨glichen“ Winkelstellungen ist hierbei, daß die
radialen Gitterlinien ununterbrochen durchgehen (vgl. Abbildung E.3 auf Seite 210). So ergeben
sich jeweils in jeder Zelle (entlang der Grenzfla¨che zwischen den Teilbereichen) neue Quell- und
Senkenterme. Diese werden, unter Beachtung der Rotation des inneren Teilbereiches, jeweils lokal
u¨ber alle ”mo¨glichen“ Ru¨hrerstellungen gleichma¨ßig gemittelt.
Somit entspricht die neue Stofftransportberechnung einer Mittelung u¨ber alle mo¨glichen
Ru¨hrerstellungen. Da die Zeitkonstante der Ru¨hrerrotation viel kleiner ist als diejenige der stoff-
lichen Vermischung, ist dies eine brauchbare Na¨herung zur Abbildung der (eigentlich vollsta¨ndig
instationa¨ren) Vorga¨nge in das numerische Modell.
Genauigkeit Aus der beschriebenen Methode ergibt sich aber eine Schwierigkeit: In der nu-
merischen Lo¨sung der Navier-Stokes-Gleichung fu¨r den Transport gelo¨sten Sauerstoffes wird
(u.a.) der konvektive Stofftransport beschrieben. Wenn in der Simulation das innere Teilgebiet
verdreht wird, kommen regelma¨ßig auch Zellen (an der Grenzfla¨che) nebeneinander zu liegen,
die unterschiedlichen Stro¨mungsgebieten entstammen, so daß die Flu¨ssigkeitsgeschwindigkeiten an
der Grenzfla¨che zwischen den Teilbereichen (innen und außen) keine ausgeglichene Bilanz mehr
ergeben.
Fu¨r die Berechnung des konvektiven Stofftransportes in jeder einzelnen Zelle ist die dort herr-
schende Geschwindigkeit relevant; es gehen aber Konzentrationswerte aus den allseitigen Nachbar-
zellen mit ein. Dies fu¨hrt zu einer Verletzung der Stoffbilanz fu¨r den gelo¨sten Sauerstoff. Daher muß
durch zusa¨tzliche Quell- und Senkenterme in den einzelnen Volumenelementen entlang der Grenz-
fla¨che zwischen den Teilbereichen der Massenerhalt fu¨r den gelo¨sten Sauerstoff wieder hergestellt
werden.
Die beschriebene Berechnung kann nicht exakt sein. Sie ist aber die bestmo¨gliche Na¨herung,
die ohne einen besonderen (um Zehnerpotenzen ho¨heren) Aufwand an Rechenzeit bewerkstelligt
werden kann. Die Grenze zwischen rotierendem und still stehendem Teilbereich liegt nahe am
Ru¨hrer. Hier ist die Flu¨ssigkeitsstro¨mung also hochgradig turbulent. Deswegen spielt der konvek-
tive Stofftransport eine relativ geringe Rolle; er wird an vielen Stellen ganz vom turbulenzbedingten
diffusiven (”dispersiven“) Stofftransport u¨berwogen.
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5.4.4.2 Relativita¨t
In Abschnitt 5.3.2.2 (Seite 101) wurde ausgefu¨hrt, daß die Blasentrajektorien in Ru¨hrerna¨he relativ
zum Ru¨hrer berechnet werden mu¨ssen, um in physikalisch sinnvoller Weise den Ru¨hrer zu passieren.
A¨hnliches ist wiederum auf die Berechnung des Stofftransportes zu u¨bertragen.
Bilanzfehler Wenn der Stofftransport ohne weitere Eingriffe gerechnet wird, benutzt FLUENT29
u¨berall absolute Geschwindigkeiten, die also auf das still stehende Bezugssystem des a¨ußeren Teil-
bereiches bezogen sind. Das fu¨hrt dazu, daß im Modell die Flu¨ssigkeitsstro¨mung durch das Ru¨h-
rerblatt geht (vgl. Abbildung 5.10, auf Seite 101). Dies hat aber einen sto¨renden Einfluß auf die
Gelo¨stsauerstoffbilanz. Dort, wo die Flu¨ssigkeitsstro¨mung in das Ru¨hrerblatt ”eindringt“, entha¨lt
sie eine bestimmte Sauerstoffkonzentation; mit dieser Stro¨mung verla¨ßt also ein bestimmter Mas-
senstrom an gelo¨stem Sauerstoff das Berechnungsgebiet [252].
Auf der gegenu¨berliegenden Seite des Ru¨hrerblattes tritt ein gleich großer Flu¨ssigkeitsstrom aus
dem Ru¨hrerblatt heraus und wieder in das Berechnungsgebiet ein. Fu¨r Massenanteile chemischer
Spezies an Wa¨nden gilt in der Simulation grundsa¨tzlich eine von Neumannsche Randbedingung.
Das bedeutet, der (ra¨umliche) Gradient des Massenanteiles (normal zur Wand) geht an der Wand
gegen Null. Das hat zur Folge, daß der gedankliche Flu¨ssigkeitsstrom, der ”aus“ dem Ru¨hrerblatt
kommt und in das Berechnungsgebiet eintritt, genau diejenige Sauerstoffkonzentration entha¨lt, die
(momentan) dort im wandna¨chsten Volumenelement herrscht.
Abhilfe Eine realistische Simulation der (konvektiven) Stofftransportflu¨sse am Ru¨hrerblatt ist
nur zu erreichen, wenn wiederum mit relativen Geschwindigkeiten in Ru¨hrerna¨he gearbeitet wird.
Nur dann wird z.B. der Weg der erwa¨hnten ”Schwade“ am Ru¨hrerblatt korrekt vorausgesagt, so
daß sie im Modell auch korrekt die jeweiligen nieder- und ho¨herturbulenten Bereiche durchla¨uft.
Zur Stofftransportberechnung wird also, durch einen weiteren benutzerprogrammierten Ein-
griff, das Stro¨mungsfeld in Ru¨hrerna¨he mit der Rotationsgeschwindigkeit des Ru¨hrers transfor-
miert. Es ergibt sich das in Abbildung 5.10 (Seite 101) rechts dargestellte Stro¨mungsbild. Bei der
Stofftransportsimulation mit diesem Stro¨mungsfeld ist auch nachweislich der Massenerhalt fu¨r den
gelo¨sten Sauerstoff gegeben.
5.4.5 Freie Oberfla¨che
In realen Reaktoren existiert ein weiterer Sauerstoffzustrom in die Flu¨ssigkeit, der in der bisherigen
Beschreibung vernachla¨ssigt wurde. Sauerstoff tritt na¨mlich auch aus dem Gasraum im Reaktor-
kopf durch die freie Flu¨ssigkeitsoberfla¨che direkt in die Flu¨ssigkeit u¨ber.30 Diese Oberfla¨chenbe-
gasung kann vor allem in kleinen Reaktoren einen erheblichen Anteil am gesamten Sauerstoffein-
trag in die Flu¨ssigkeit ausmachen [134, 205]. Ihr Beitrag schrumpft bei der Maßstabsvergro¨ßerung
schnell auf einen ga¨nzlich unbedeutenden Anteil; deswegen ist es wichtig zu wissen, welchen Beitrag
sie im Labor- oder Pilotreaktor spielt, von dem die Maßstabsvergro¨ßerung ausgeht.
Der Stoffdurchgang an der freien Flu¨ssigkeitsoberfla¨che kann ganz analog zum Stoffdurchgang
an der Blasengrenzfla¨che beschrieben werden. Fu¨r die Gro¨ße der Grenzfla¨che wird dabei die hori-
zontale freie Querschnittsfla¨che im Reaktorinneren verwendet. Die Tatsache, daß die Phasengrenze
29Mit
”
FLUENT“ sind hier grundsa¨tzlich die in der vorliegenden Arbeit verwendeten Versionen 4.4 und 4.5 gemeint.
30Dieses Pha¨nomen ist nicht mit dem Gaseintrag in die Flu¨ssigkeit in Form von (turbulenzerzeugten) Gasblasen zu
verwechseln. Dieser wurde in Abschnitt 5.3.4.1 (Seite 105) diskutiert. Dort wird auch erkla¨rt, daß der Blaseneintrag
an der Flu¨ssigkeitsoberfla¨che im Modell unberu¨cksichtigt bleiben muß.
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im geru¨hrten Reaktor nicht eben und deswegen gro¨ßer ist, muß durch einen Korrekturfaktor ein-
gefu¨hrt werden.
Andere Gleichung Es wurde experimentell gezeigt, daß an einer freien Flu¨ssigkeitsober-
fla¨che der Stoffaustausch vorrangig von den großen, energiereichen Turbulenzwirbeln verursacht
wird [97, 100, 157]. Somit sollte an dieser Stelle nicht Gleichung 4.1 - 30, sondern Gleichung 4.1 - 29
angewendet werden (beide in Abschnitt 4.1.3.3, auf Seite 62):
βl =
2√
pi
·
(D
ν
)bD
·
√
ν·
2·k (5.4 - 8)
Dementsprechend wurden erneut Zusa¨tze im Simulationsprogramm eingerichtet.
A¨hnlich wie in Abschnitt 5.4.1.2 (Seite 108) ist auch hier eine Proportionalita¨tskonstante zu
bestimmen. Da die mathematische Beschreibung innerhalb dieses Modelles natu¨rlich nur eine Na¨he-
rung sein kann, wird ihr Wert ebenfalls vom theoretischen Wert in Gleichung 5.4 - 8 abweichen.31
In sie geht auch der Korrekturfaktor fu¨r die nichtebene Form der Phasengrenze ein.
5.4.6 Sauerstoffverbrauch
Wie oben dargestellt, sollen im fertigen Modell Sauerstoffeintrag (aus den Blasen in die Flu¨ssig-
keit), -transport und -verbrauch modelliert und gegeneinander bilanziert werden, um ein stati-
ona¨res Konzentrationsprofil im Reaktor vorauszusagen. Als mathematische Beschreibung fu¨r die
(spezifische) Verbrauchsrate des gelo¨sten Sauerstoffs in der Flu¨ssigkeit wurde das Monodmodell
verwendet. Hierin sind freie Parameter die Sauerstoffkonzentration halbmaximaler Verbrauchsrate
und die volumenbezogene maximale Verbrauchsrate.
5.4.7 Zusammenfassung
Auf der Grundlage von Flu¨ssigkeitsstro¨mung und disperse Gasphasenstro¨mung wird der lokale
Sauerstoffu¨bergang aus den Gasblasen in die Flu¨ssigkeit berechnet. Diese Berechnung geschieht
wa¨hrend der Berechnung der Gasblasentrajektorien, wobei Quellterme fu¨r gelo¨sten Sauerstoff in
jedem Bilanzkontrollvolumen aufsummiert werden. Diese werden dann bei der nachfolgenden Bi-
lanzierung von Sauerstoffeintrag, -transport und -verbrauch in einer normalen Navier-Stokes-
Gleichung als Quellterme beru¨cksichtigt.
Fu¨r die Gleichgewichtseinstellung ist ein sehr ha¨ufiges Neuberechnen der Sauerstoffquellter-
me erforderlich, was auch eine sehr ha¨ufige Neuberechnung vieler (turbulenzbeeinflußter) Gas-
blasentrajektorien bedingt. Der damit verbundene numerische Aufwand ist sehr groß. Deswegen
wurde eine modifizierte Vorgehensweise entworfen und implementiert, die eine na¨herungsweise
Gleichgewichtseinstellung ohne eine Neuberechnung der Gasblasentrajektorien ermo¨glicht (s. Ab-
schnitt 5.4.2.2, auf Seite 110).
Weiterhin wurden spezielle Modellelemente entwickelt, um der realen Ru¨hrerrotation im Modell
mo¨glichst wirklichkeitsgetreu Rechnung zu tragen. Eine Mittelung des Stofftransportes u¨ber alle
Ru¨hrerstellungen und eine realistische Behandlung des konvektiven Stofftransportes in Ru¨hrerna¨he
wurden durch benutzerprogrammierte Programmroutinen im verwendeten Simulationsprogramm
implementiert.
31An dieser Stelle geht z.B. eine eventuelle Unsicherheit u¨ber den korrekten Exponenten bSc an der Schmidtzahl
ein (s. Gleichung 5.4 - 8). In der praktischen Anwendung wird die Proportionalita¨tskonstante daher ein Wert sein, der
vom verwendeten Stoffsystem abha¨ngt. (Letzteres ha¨ngt, in biotechnologischen Prozessen, neben der Medienrezeptur
natu¨rlich stark vom verwendeten [Mikro-] Organismus ab.)
5.5. ZUSAMMENFASSUNG 117
Schließlich wurde das Modell noch dahingehend erweitert, daß auch der Stoffaustausch durch
die freie Flu¨ssigkeitsoberfla¨che im Ru¨hrreaktor quantitativ und ortsauflo¨send beru¨cksichtigt wird.
5.5 Zusammenfassung
Das gesamte in dieser Arbeit entwickelte Modell fu¨r den Stoffaustausch und -transport in begasten
Ru¨hrkesselreaktoren besteht aus verschiedenen Schritten, die teilweise nacheinander und teilweise
parallel ausgefu¨hrt werden.
5.5.1 Flu¨ssigkeitsstro¨mung
Der erste Hauptschritt ist die Berechnung der Flu¨ssigkeitsstro¨mung, die auch den Stofftransport
an gelo¨stem Sauerstoff vermittelt. Diese ist in Abschnitt 5.2 (Seite 93) beschrieben.
Voruntersuchungen zeigten, daß vollsta¨ndig korrekte Informationen u¨ber das Stro¨mungsfeld
und seine ra¨umlichen Turbulenzcharakteristika im verwendeten Versuchsreaktor (mit einem sehr
geringen Abstand zwischen Ru¨hrerspitze und Stro¨mungsbrecher) nur aus einer voll instationa¨ren
Stro¨mungssimulation gewonnen werden konnten.
Um den weiteren Modellstufen ein mo¨glichst repra¨sentatives Abbild der periodisch schwanken-
den Flu¨ssigkeitsstro¨mung zu Grund zu legen, wurde das (instationa¨re) Stro¨mungsfeld der Flu¨ssig-
keit in besonderer Weise ortsaufgelo¨st u¨ber eine Rotationsperiode gemittelt (vgl. Abschnitt 5.2.4,
auf Seite 96).
5.5.2 Gasphase
Im na¨chsten Schritt wird die Stro¨mungsbewegung der Gasphase in Form von Partikel- (Blasen-)
-trajektorien eingefu¨hrt. Diese Vorhersage der Zweiphasenstro¨mung in einem begasten Ru¨hrkes-
sels auf der Grundlage einer direkten Ru¨hrersimulation (kein Ru¨hrerersatzmodell) ist eine Neu-
entwicklung, die einige Vera¨nderungen am verwendeten Simulationsprogramm erforderte. Die Tra-
jektorien mußten in Ru¨hrerna¨he relativ zu diesem berechnet werden, um am Ende realistische
Modellvoraussagen zu ermo¨glichen.
In der Stro¨mungsberechnung fu¨r die Gasblasen wurde ein spezielles Modell fu¨r den turbulenz-
abha¨ngigen Blasenzerfall implementiert. Dies erlaubt eine plausible Voraussage und Beru¨cksichti-
gung der sich ausbildenden Blasengro¨ßenverteilung in der Simulation.
5.5.3 Entkopplung
Im entwickelten Modell mußte, im zeitlich begrenzten Rahmen der vorliegenden Arbeit, der Ein-
fluß der Gasphase auf die Flu¨ssigkeitsstro¨mung vernachla¨ssigt werden. Dadurch kommt es zu einer
Entkopplung: Nachdem die Flu¨ssigkeitsstro¨mung einmal vollsta¨ndig berechnet ist, wird das be-
rechnete Stro¨mungsfeld ”eingefroren“, und es werden darin Gasblasenstro¨mung, Stoffaustausch
und Stofftransport berechnet.
Nur auf diesem Wege la¨ßt sich die Berechnung der Teilpha¨nomene, die sehr unterschiedliche
charakteristische Zeitkonstanten haben, trennen. (Die Zeitkonstante der Ru¨hrerdrehung [Zeitdau-
er zwischen zwei Ru¨hrerblattpassagen am Stro¨mungsbrecher] ist viel kleiner als die Zeitkonstante,
mit der sich asymptotisch eine konstante Gasverteilung im Reaktor einstellt.) Diese Entkopplung
ist wiederum eine gute Voraussetzung fu¨r eine effiziente numerische Behandlung des Gesamtpro-
blemes.
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5.5.4 Stoffaustausch
Wa¨hrend der Berechnung der Blasentrajektorien wird der Stoffaustausch mit der Flu¨ssigkeit be-
rechnet, so daß die Sauerstoffverarmung in der Gasblase genau modelliert werden kann. Daraus
ergeben sich lokale Quellterme fu¨r gelo¨sten Sauerstoff an jedem Punkt im Reaktor, die dann bei
der nachfolgenden Stofftransportberechnung eingehen. Zusammen mit einem Modellansatz fu¨r den
Verbrauch an gelo¨stem Sauerstoff ergeben sich dann Voraussagen fu¨r (zeitkonstante) ra¨umliche
Konzentrationsprofile des Gelo¨stsauerstoffes.
Die hierbei vorsichgehende Gleichgewichtseinstellung kann aber numerisch nur mit akzeptablem
Aufwand erreicht werden, indem die Aktualisierung der erwa¨hnten Quellterme von der wiederhol-
ten Trajektorienberechnung entkoppelt wird. (Dies ist in Abschnitt 5.4.2.2 auf Seite 110 genau
beschrieben).
Weiterhin wurden spezielle Modifikationen im verwendeten Simulationsprogramm implemen-
tiert, um der Ru¨hrerrotation Rechnung zu tragen, na¨mlich eine Mittelung des Stofftransportes u¨ber
alle Ru¨hrerstellungen sowie in Ru¨hrerna¨he eine Stofftransportberechnung relativ zum rotierenden
Bezugssystem des Ru¨hrers.
Numerische Details
Zur effizienten Ausfu¨hrung der numerischen Stoffaustausch- und -transportsimulation wurden
zusa¨tzliche Modifikationen des verwendeten Simulationsprogrammes eingebracht. Diese sind im
Anhang E.5 (Seite 212) beschrieben.
Kapitel 6
Experimente
Das im vorigen Kapitel entwickelte Modell wurde im Rahmen dieser Arbeit mit experimentellen
Meßdaten validiert. Die dazu ausgefu¨hrten Experimente werden in diesem Kapitel beschrieben.
Anschließend (in Kapitel 7, auf Seite 143) werden dann die zugeho¨rigen Simulationsergebnisse den
experimentellen Daten gegenu¨bergestellt und so die Leistungsfa¨higkeit des aufgestellten Modells
beurteilt.
Das aufgestellte Modell sagt den ra¨umlich inhomogen verteilten Sauerstoffeintrag in die Flu¨ssig-
keit in einem begasten Ru¨hrkessel aus den Gasblasen und durch die freie Flu¨ssigkeitsoberfla¨che
voraus. Es werden aber auch, darauf aufbauend, die sich einstellenden (stationa¨ren) Konzentrati-
onsprofile in verschiedenen Betriebszusta¨nden eines aeroben Bioprozesses errechnet, in dem Sauer-
stoffeintrag und -verbrauch (durch die suspendierten Mikroorganismen) im Gleichgewicht stehen.
Die zuletzt genannten Konzentrationsprofile fu¨r Gelo¨stsauerstoff sind die relevante Gro¨ße, die
z.B. Aufschluß daru¨ber gibt, ob scha¨dliche Inhomogenita¨ten in der Sauerstoffversorgung suspen-
dierter Organismen im Bioprozeß existieren. Diese Konzentrationswerte wurden deswegen in einem
sauerstoﬄimitierten Betriebszustand mit spezieller Meßtechnik an mehreren ausgewa¨hlten Punk-
ten aufgenommen, um sie dann mit den Ergebnissen numerischer Simulationen zu vergleichen.
Im folgenden werden zuna¨chst die verwendeten Meßeinrichtungen sowie deren Kalibrierung
und dann die ausgefu¨hrte und ausgewertete Fermentation mit den verschiedenen eingestellten
Betriebszusta¨nden erla¨utert.
6.1 Prozeßleitrechner
Zur Durchfu¨hrung aller Meß- und Regelaufgaben wa¨hrend der Fermentation wurde ein Prozeßleit-
system ”UBICON“ [33] verwendet. Es handelt sich um ein modular aufgebautes Computersystem
auf der Basis eines Prozessors aus der 68000er Familie. Es entha¨lt Arbeits- und Massenspeicher
(Festplatte und Floppy-Diskette [zum Datenaustausch]), graphische Bildschirmanzeige, Maus- und
Tastaturbedienung.
Weiterhin ist eine Anbindung an das betriebsinterne Datennetzwerk gegeben; diese erlaubt
Datenaustausch und vor allem eine kontinuierliche Fernu¨berwachung aller direkt vom Rechner-
system erfaßten Prozeßparameter, und zwar an jedem beliebigen Rechner, der Anschluß an das
Firmen-Intranet (oder an das externe Internet) hat. Der Rechner ist mit diversen digitalen und
analogen Ein- und Ausga¨ngen ausgestattet. (Die analogen Anschlu¨sse enthalten entsprechende
Wandler zwischen der analogen Meßtechnik und dem digitalen Rechner-Innenleben.)
Unter dem Betriebssystem ”RT-OS“ (“real time operating system”) wird die eigentliche
Prozeßleitsystem-Software ”UBICON“ ausgefu¨hrt. Das Gesamtsystem aus Hardware und Soft-
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ware ist eine gemeinsame Entwicklung der GBF (Gesellschaft fu¨r Biotechnologische Forschung
mbH) Braunschweig und der Firma ”esd“ in Hannover; letztere besorgt nunmehr die Vermark-
tung, Benutzerbetreuung und Weiterentwicklung.
Am Rechner ko¨nnen Meßeinrichtungen sowie Aktoren aller Art angeschlossen werden. Erstere
liefern analoge Signale (Strom oder Spannung, kontinuierlich) oder auch digitale Meßdaten (diverse
U¨bertragungsprotokolle, in beliebigen Zeitschritten) an das System. Letztere (die Aktoren) sind
Motoren fu¨r Ru¨hrer und Pumpen sowie Gasflußregler, die vom Rechnersystem angesteuert und
geregelt werden ko¨nnen.
6.2 Massenstromregler
Fu¨r reproduzierbare Messungen ist es no¨tig, Gasstro¨me, die durch den (ansonsten absatzweise
gefahrenen) Bioreaktor geleitet wurden, genau zu regeln. Dafu¨r standen zwei Massenstromregler
zur Verfu¨gung, mit denen Gasmassenstro¨me von Luft und reinem Stickstoff gemessen und geregelt
werden konnten.
Die verwendete Meßmethode ist die elektrische Aufheizung des Gasstromes um eine definier-
te Temperaturdifferenz. Der hierfu¨r beno¨tigte Wa¨rmestrom wird durch eine elektrische Heizung
generiert; diese wird automatisch so geregelt, daß sich das Gas genau um die definierte Tempera-
turdifferenz erwa¨rmt. (Dafu¨r liegen Temperaturfu¨hler vor und hinter der Heizung im Gasstrom.)
Die beno¨tigte elektrische Leistung ist direkt proportional zum Gasmassenstrom; der Proportiona-
lita¨tsfaktor ist die spezifische Wa¨rmekapazita¨t des Gases.
Es wurden zwei kommerzielle Gera¨te der Firma MKS, Mu¨nchen verwendet. Mit jedem der-
artigen Massenstrommeßgera¨t war ein elektrisch verstellbares Ventil mit elektronischem Regler
verbunden. Die komplette Einheit erlaubte jeweils die automatische Regelung eines Gasmassen-
stromes auf einen vom Prozeßleitsystem vorgegebenen Wert; der tatsa¨chlich gemessene Istwert
wurde dabei separat angezeigt und an das Prozeßleitsystem u¨bermittelt.
Der Flußregler fu¨r Stickstoff war werksneu und frisch fu¨r Luft oder Stickstoff kalibriert; seine
Ausgabewerte konnten als verla¨ßlich gelten. Er war u¨ber ein digitales Protokoll direkt mit dem
Prozeßleitrechner verbunden. Der Flußregler fu¨r Luft war a¨lter und verfu¨gte u¨ber analoge Ein-
und Ausga¨nge. Er erforderte eine Neukalibrierung. Diese Kalibrierung wurde u¨berpru¨ft, wie in
Abschnitt 6.7.1 (Seite 130) angegeben.
6.3 Gasanalysator
Zur Messung des gesamten Sauerstoffu¨bergangs aus der Gasphase in die Flu¨ssigkeit wurde die
Sauerstoffkonzentration im Abgas des Reaktors gemessen. Mit dem Gasmassenstrom und der Sau-
erstoffkonzentration in der Gaszufuhr kann so der Sauerstoffeintrag in die Flu¨ssigkeit kontinuierlich
bestimmt werden. (Dabei ist eine Verzo¨gerung von einigen Minuten zu beru¨cksichtigen; diese er-
gibt sich weitgehend aus dem Vermischungsverhalten des Gases im reichlich 10 Liter fassenden
Reaktorkopf.)
6.3.1 Meßprinzip
Das Meßprinzip beruht auf dem Paramagnetismus von elementarem Sauerstoff:
Jedes Sauerstoffmoleku¨l entha¨lt zwei einfach besetzte Orbitale in der 2p-Unterschale der ge-
meinsamen Elektronenhu¨lle beider Atomkerne. (Daher ru¨hrt auch der starke Radikalcharakter
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molekularen Sauerstoffs.) Die beiden ungepaarten Elektronen haben (im energetischen Grundzu-
stand) denselben ”spin“ (eine Quantenzahl, die anschaulich dem Eigendrehimpuls des Elektrons
entspricht); dadurch ergibt sich fu¨r das Moleku¨l ein Gesamt-”spin“ ungleich null. Dieser sogenann-
te ”Triplett-Zustand“ hat schließlich einen positiven elektronischen Eigendrehimpuls des gesamten
Moleku¨ls zur Folge.
Ein (positiv) von null verschiedener elektronischer Eigendrehimpuls gibt einer Substanz auch
eine positive magnetische Suszeptibilita¨t (transiente Magnetisierbarkeit). Das bedeutet, daß eine
solche Substanz ein durch sie hindurchgehendes Magnetfeld in sich zusammenzieht. In der Veran-
schaulichung eines Magnetfeldes mit Feldlinien dra¨ngen sich die Feldlinien lokal zusammen, um
mo¨glichst durch die paramagnetische Substanz zu gehen. Folge ist, daß die Substanz, obwohl sie
nicht ferromagnetisch ist1, selbst in das Magnetfeld hineingezogen wird.2
6.3.2 Meßmethode
Nur wenige molekulare (ungeladene) chemische Verbindungen besitzen einen ausgepra¨gten Pa-
ramagnetismus. In Abgasen aus Bioreaktoren kommt von diesen fast nur Sauerstoff (O2) vor.
(Lediglich Stickstoffmonoxid [NO] besitzt ebenfalls einen [zudem sta¨rker] ausgepra¨gten Parama-
gnetismus.) Deswegen ist die Eigenschaft sehr geeignet, in einem spezifischen und empfindlichen
Meßsystem fu¨r Sauerstoff ausgenutzt zu werden.
Zur Messung des Sauerstoffanteils in einem Gas (-strom) wird dieses Gas durch ein inhomogenes
Magnetfeld geleitet, so daß es in dieses hineingezogen werden kann. Dann muß die auf den Gas-
strom wirkende Kraft quantitativ detektiert werden. Dies geschieht im Sauerstoffanalysator ”Oxy-
gor 610“ der Firma Maihak: Ein inhomogenes Magnetfeld beschleunigt einen (paramagnetischen)
Gasstrom quer zur Stro¨mungsrichtung. Dadurch entsteht an der Innenwand des Stro¨mungskanals
ein Druckunterschied zwischen gegenu¨berliegenden Seiten.
6.3.3 Meßverfahren
Abbildung 6.1 zeigt die Einzelheiten des Meßverfahrens: An den beiden Stellen, an denen die
ho¨chsten und niedrigsten Dru¨cke im Stro¨mungskanal auftreten, werden kleine Stro¨me eines zusa¨tz-
lichen ”Meßgases“ zugefu¨hrt; sie werden beide aus derselben Zufuhrleitung gespeist, so daß sie stets
denselben Vordruck haben.
Durch die Drucka¨nderungen an den Einlaßstellen in den Kanal vera¨ndern sich die Massenflu¨sse
dieser beiden Meßgasstro¨me. Diese werden nun im Meßgera¨t gemessen und miteinander verglichen.
Ihre Differenz ist proportional zum Sauerstoffanteil im Meßgasstrom.
Die Messung der Meßgasstro¨me kann z.B. mit Massenstrommessern geschehen, wie sie in Ab-
schnitt 6.2 beschrieben sind. Als Meßgas kann Luft verwendet werden; ho¨here Anforderungen an
die Genauigkeit und Linearita¨t des Verfahrens lassen sich mit sauerstofffreiem Meßgas, also z.B.
Stickstoff erreichen.
6.4 Sauerstoffelektrode
Hauptanteil der ausgefu¨hrten Messungen war die Bestimmung von Gelo¨stsauerstoffkonzentrationen
in der flu¨ssigen Bakterienkultur im Reaktor. Dazu stand u.a. eine Sauerstoffelektrode nach Clark
1Ferromagnetische Substanzen werden von den Polen eines Magneten angezogen (oder, wenn sie permanent
magnetisiert [d.h.
”
magnetisch“] sind, auch abgestoßen).
2Die paramagnetische Substanz wird aber nicht entlang den Feldlinien zu einem Pol des erregenden Magneten
gezogen, sondern nur quer zu den Feldlinien in das Feld hinein.
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Abbildung 6.1: Schemaskizze des Gasphasen-Sauerstoff-Analysators (
”
Oxygor“). Der Gasstrom
unbekannten Sauerstoffgehaltes stro¨mt durch einen Kanal, an den einseitig ein (inhomogenes)
Magnetfeld angelegt ist. Sauerstoff wird wegen seines Paramagnetismus in das Magnetfeld gezogen,
so daß eine Druckdifferenz zwischen den beiden Einmu¨ndungsstellen fu¨r ein zusa¨tzliches Meßgas
entsteht. Dadurch unterscheiden sich die beiden Meßgasteilstro¨me, die in den jeweils angedeuten
Anordnungen aus zwei Temperaturfu¨hlern und einem Heizblock gemessen werden. Die Druck- und
damit auch die Stro¨mungsdifferenz der Meßgasteilstro¨me ist proportional zum Sauerstoffgehalt des
Hauptgasstromes.
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zur Verfu¨gung.3
6.4.1 Meßprinzip
Das Meßprinzip basiert auf elektrochemischen Zusammenha¨ngen: In einen elektrolytgefu¨llten Meß-
raum ragen eine saubere Platinelektrode sowie eine geeignete Begzugselektrode. Letztere erlaubt
einen Elektronenaustausch mit der Flu¨ssigkeit bei einem konstanten elektrochemischen Redoxpo-
tential.
6.4.1.1 Bezugselektrode
In der verwendeten Elektrode befindet sich als Bezugselektrode eine Ausfu¨hrung der ha¨ufig ein-
gesetzten Silber/Silberchlorid-Elektrode: Der Elektrolyt entha¨lt Silber- und Chloridionen; die ei-
gentliche Elektrode besteht aus Silber mit Ablagerungen von unlo¨slichem Silberchlorid. Folgende
Redoxreaktion findet hier statt:
Ag −→←− Ag+ + e− (6.4 - 1)
Ag+ + Cl− −→←− AgCl (6.4 - 2)
Wegen der geringen Lo¨slichkeit von Silberchlorid stehen die Ionen im Gleichgewicht mit dem fe-
sten Silberchlorid-Niederschlag. Die vorgelegte hohe Konzentration von Chloridionen a¨ndert sich
relativ wenig4; daher sind Konzentration und chemische Aktivita¨t der Silberionen konstant, so daß
auch die gesamte Bezugselektrode ein verla¨ßlich konstantes Potential hat.
(Dessen Wert ha¨ngt von der Konzentation gelo¨ster Silberionen ab, die wiederum von der Konzentration
freier Chloridionen bestimmt wird (Lo¨slichkeitsprodukt). Mit einer (silbergesa¨ttigten) Elektrolytlo¨sung von
0,1 kmolm3 KCl ergibt sich ein Redoxpotential von ca. 290 mV gegenu¨ber dem Bezugspotential der Normal-
wasserstoffelektrode [213, Seite 337])
6.4.1.2 Arbeitselektrode
An der Platinelektrode ko¨nnen beliebige (homogene) Redoxreaktionen ablaufen, bei denen Elektro-
nen ausgetauscht werden mu¨ssen; letztere ko¨nnen durch das Metall aufgenommen oder abgegeben
werden. Erwu¨nscht ist hier die Reduktion von molekularem Sauerstoff zu Hydroxylionen:
O2 + 2 H2O + 4 e− −→←− 4 OH− (6.4 - 3)
Fu¨r Gaspartialdru¨cke von einer physikalischen Atmospha¨re und Ionenkonzentrationen (bzw. ei-
gentlich -aktivita¨ten) von 1 kmol
m3
hat diese Reaktion ein Redoxpotential von +400 mV (Elektroden-
Standard-Potential [11]).
In Kombination mit der beschriebenen Bezugselektrode (s. den vorigen Abschnitt) entsteht
eine Elektrolysezelle, in der eine von aussen angelegte elektrische Spannung folgende chemische
Gesamtreaktion von links nach rechts treibt:
4 Ag + O2 + 2 H2O + 4 Cl− −→←− 4 AgCl + 4 OH− (6.4 - 4)
Die vorgelegte Kaliumchloridlo¨sung wird bei der Reaktion in Kalilauge umgewandelt. Damit die anwach-
sende Konzentration der Hydroxylionen die Elektrodenpotentiale nicht vera¨ndert, kann dem Elektrolyten
3In [104] findet sich ein umfassender Artikel u¨ber alle Details zu Clark-Elektroden [172].
4Der hohe U¨berschuß an Chloridionen erfordert lo¨sliche Gegenionen; hierzu wird standardma¨ßig eine (z.B. 0,1-
molare) Kaliumchloridlo¨sung verwendet.
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ein geeignetes Puffersystem zugesetzt werden. Bei variierenden Sauerstoffpartialdru¨cken und neutralem pH
(Hydroxylionenkonzentration [OH−] = 10−7 kmolm3 ) weicht das Elektrodenpotential gema¨ß der Nernstschen
Gleichung vom Elektroden-Standard-Potential ab:
E = E0 +
R·T
n·F · ln
cOx
cRed
(6.4 - 5)
Hierin sind:
E [in V] das Elektrodenpotential;
E0 [in V] das Standardelektrodenpotential, gu¨ltig bei cOx = cRed;
R [in Jkmol·K ] die allgemeine Gaskonstante: R = 8314,41
J
kmol·K ;
T [in K] die absolute Temperatur;
n [in 1] die Anzahl der pro Moleku¨l des Redoxpaares u¨berfu¨hrten Elektronen;
F [in Ckmol ] die Faradaysche Konstante: F = 96,487·106 Ckmol ;
cOx [in kmolm3 ] die Konzentration der oxidierten Form des Redoxpaares;
cRed [in kmolm3 ] die Konzentration der reduzierten Form des Redoxpaares.
6.4.2 Meßmethode
Wird die angelegte Spannung an der beschriebenen Elektrolysezelle hinreichend hoch gewa¨hlt, so
werden alle Sauerstoffmoleku¨le, die die Elektrode erreichen, sofort reduziert. Wird der Elektrolyt
nicht geru¨hrt, ist der fließende Strom proportional zum diffusiven Strom von Sauerstoffmoleku¨len
zur Arbeitselektrode. Wenn außerdem eine definierte, konstante Diffusionsbarriere an der Arbeits-
elektrode realisiert wird, ist der fließende Strom proportional zum Sauerstoffpartialdruck außerhalb
dieser Diffusionsbarriere.
6.4.2.1 Diffusion
Die Diffusionsbarriere ist in der Praxis zumeist eine Silikonmembran. Sie ist undurchla¨ssig fu¨r Was-
ser und polare Substanzen, also insbesondere Ionen. Ga¨nzlich unpolare Gasmoleku¨le wie Sauerstoff
ko¨nnen aber leicht durch Silikon hindurchdiffundieren.
Dies gilt (in unterschiedlichem Ausmaß) auch fu¨r einige andere Verbindungen, die dann an der
Arbeitselektrode reduziert werden ko¨nnen. Daher ist die Clark-Elektrode nicht absolut spezifisch
fu¨r Sauerstoff.
Die Elektrode verbraucht selbst Sauerstoff; wenn die Flu¨ssigkeit an der Außenseite der Elek-
trode, in der die Sauerstoffkonzentration gemessen werden soll, ruht, verarmt sie durch diesen
Verbrauch an Sauerstoff. Die Messung beeinflußt in diesem Fall das Meßgut und ergibt driftende
(und zunehmend falsche) Ergebnisse [25].
6.4.2.2 Stro¨mung
Clark-Elektroden sind also nur dann sinnvoll einsetzbar, wenn die Flu¨ssigkeit an der Elektrode
sta¨ndig in definierter Stro¨mung ist. Es bildet sich dann eine laminare Flu¨ssigkeits-Grenzschicht
an der Membran aus; sie tra¨gt zusa¨tzlich zur erwa¨hnten Diffusionsbarriere bei. Deswegen muß die
Kalibrierung unter denselben Stro¨mungsbedingungen vorgenommen werden, die spa¨ter im Meß-
betrieb herrschen.
(Das heißt, mindestens zwei verschiedene, definierte Sauerstoffkonzentrationen werden eingestellt, und das
Meßsignal wird registriert. Intakte Elektroden zeigen ein lineares Verha¨ltnis zwischen Konzentration und
Meßstrom, wobei der Strom ganz ohne Sauerstoff vernachla¨ssigbar klein wird; bei der Kalibrierung muß
aber auch der Nullpunkt des empfindlichen Meßversta¨rkers justiert werden.)
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Die aufgestellte Forderung nach konstanter Stro¨mung ist in realen Fermentationen nicht immer
haltbar: Zum einen wird, um den Sauerstoffeintrag in die Flu¨ssigkeit zu vera¨ndern, die Ru¨hrer-
drehzahl variiert. Zum anderen kann, in bestimmten Fermentationen, auch die Viskosita¨t der
Fermentationsbru¨he erheblich variieren. Beides vera¨ndert den außen an der Silikonmembran an-
liegenden laminaren Flu¨ssigkeitsfilm und dessen Beitrag zur Diffusionsbarriere. Somit vera¨ndern
beide Faktoren das Meßsignal einer Clark-Elektrode.
6.4.3 Meßverfahren
In der technischen Fermentationspraxis werden Clark-Elektroden bei einer konstanten sog. Po-
larisationsspannung betrieben (gewo¨hnlich zwischen 500mV und 600mV). Der fließende Strom ist
dann proportional zur Sauerstoffkonzentration außerhalb der Diffusionsbarriere.
6.4.3.1 Amperometrie
Das beschriebene Verfahren heißt ”Amperometrie“. Fu¨r die genannte Proportionalita¨t gelten hier
folgende Einschra¨nkungen:
1. Gema¨ß der Nernstschen Gleichung (Gl. 6.4 - 5) ha¨ngt jedes Elektrodenpotential von den
Konzentrationen der beteiligten Reaktanden ab. Sinkt die Sauerstoffkonzentration stark ab,
so steigt die notwendige Spannung fu¨r eine quantitative Umsetzung aller Sauerstoffmoleku¨le
an der Arbeitselektrode. Diese Elektrolysespannung variiert mit dem Logarithmus der Kon-
zentration; bei u¨blichen Polarisationsspannungen ist der Effekt erst unterhalb einer Sauer-
stoffkonzentation von 0,01% Luftsa¨ttigung zu erwarten.
2. Wie bereits erwa¨hnt, ko¨nnen neben Sauerstoff auch andere, hinreichend unpolare, Verbin-
dungen in den Elektrolytraum diffundieren und dort reduziert werden. In Fermentationen
entstehen ha¨ufig viele verschiedene, teils nur schwach polare, organische Verbindungen, fu¨r
die dies zutreffen kann (z.B. verschiedene Alkohole).
6.4.3.2 Polarographie
Die letztgenannte Einschra¨nkung la¨ßt sich ausra¨umen, indem die Spannung regelma¨ßig kontinu-
ierlich variiert wird. Fu¨r jede elektrochemisch reagierende Spezies ist dann bei einer jeweils cha-
rakteristischen Spannung eine plo¨tzliche Vera¨nderung des fließenden Stromes zu beobachten. Bei
einer kontinuierlichen Prozeßu¨berwachung kann auch in der zeitlichen Vera¨nderung der ”Spektren“
immer diejenige Stufe identifiziert werden, die von Sauerstoff verursacht wird.
Diese Analysenmethode heißt ”Polarographie“ [8]. In englischsprachigen Vero¨ffentlichungen
wird ha¨ufig die Verwendung polarographischer Sauerstoffelektroden angegeben. Handelsu¨blich sind
aber nur amperometrische Sonden, deren Betrieb und Signalverarbeitung erheblich einfacher sind.
Es muß angenommen werden, daß die verschiedenen Begriffe unzureichend unterschieden werden.
6.5 Faseroptischer Sauerstoffsensor
Die meisten handelsu¨blichen Clarkelektroden sind relativ groß und starr in ihrer Bauform; es
ist schwierig, etliche Sonden an unterschiedlichen Positionen in einem kleinen Pilotreaktor zu
installieren, um lokale Sauerstoffkonzentrationen zu bestimmen.
Daraus ergibt sich, warum Clark-Elektroden fu¨r die Experimente in der vorliegenden Arbeit
wenig geeignet waren: Es sollten sehr geringe Sauerstoffkonzentrationen an verschiedenen Stellen
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in einem kleinen Pilotreaktor gemessen werden. Darum wurde ein faseroptischer Sauerstoffsensor
eingesetzt, der im folgenden beschrieben wird.
6.5.1 Meßprinzip
Die Fluoreszenz bestimmter Farbstoffe kann durch Sauerstoff gelo¨scht werden. Das bedeutet, daß
ein (durch hinreichend kurzwellige elektromagnetische Strahlung) angeregtes Farbstoffmoleku¨l sei-
ne u¨berschu¨ssige Energie auf ein Sauerstoffmoleku¨l u¨bertra¨gt und somit strahlungslos in den ener-
getischen Grundzustand zuru¨ckkehrt.
Die Fluoreszenzintensita¨t sinkt mit zunehmendem Partialdruck (chemischer Aktivita¨t) des
Sauerstoffs. Der Zusammenhang wird von der Stern-Volmer-Gleichung beschrieben:
I0
I
= 1 +KSV·pO2 (6.5 - 6)
Hierin sind:
I0 . . . die (relative) Fluoreszenzintensita¨t ohne Sauerstoff,
I . . . die (relative) Fluoreszenzintensita¨t mit Sauerstoff,
KSV . . . eine Stoffkonstante und
pO2 . . . der Sauerstoffpartialdruck.
(Die Fluoreszenzintensita¨ten ko¨nnen z.B. als Spannungen am Signalausgang eines Sekunda¨r-
Elektronen-Vervielfachers [als quantitativer Lichtsensor] ausgedru¨ckt werden. Die Einheit der
Stern-Volmer-Konstante KSV ist der Kehrwert der Einheit des Partialdruckes. Letztere kann
frei gewa¨hlt werden [Pa, oder z.B. % Luftsa¨ttigung], wobei der Zahlenwert der Konstanten KSV
sich entsprechend a¨ndert).
Gleichung 6.5 - 6 ist die mathematische Beschreibung einer Hyperbel. Die gro¨ßte Signala¨nde-
rung je Einheit des Partialdruckes ergibt sich daher bei der geringsten Sauerstoffkonzentration.
Die Empfindlichkeit der Meßmethode ist also bei sehr kleinen Partialdru¨cken am gro¨ßten. Dies
kommt der Meßaufgabe, sehr kleine Konzentrationen mo¨glichst genau zu bestimmen, entgegen.
6.5.2 Meßmethode
Das beschriebene Prinzip wird von der Firma Comte Analysesysteme, Hannover, in einem mehr-
kanaligen Sauerstoffsensor (”MOPS“) fu¨r spezielle Anwendungen vermarktet.
Als Farbstoff kommt Tris(4,7-diphenyl-1,10-phenanthrolin)-ruthenium(II)-chlorid zum Ein-
satz [64, 158]; es wird in einer Silikonmatrix eingebettet, indem es vor dem Ausha¨rten den flu¨ssigen
Grundchemikalien beigemengt wird. In solch einer Umgebung zeigen die Farbstoffmoleku¨le eine
besonders starke Fluoreszenzlo¨schung durch Sauerstoff (große Stern-Volmer-Konstante KSV).
Die farbstoffhaltige Silikonmatrix wird als Indikator in direkten Kontakt mit dem Meßgut
gebracht; letzteres ist ein Gas oder eine Flu¨ssigkeit, in dem/der der Sauerstoffpartialdruck zu
bestimmen ist. Sauerstoffmoleku¨le ko¨nnen sehr leicht in die Silikonmatrix hineindiffundieren; der
Sauerstoffpartialdruck in der Silikonmatrix stellt sich dadurch schnell auf denjenigen Wert ein, der
auch im Meßgut herrscht.
Wenn die Silikonmatrix mit dem immobilisierten Indikatorfarbstoff hinreichend klein ist,
braucht fu¨r den Konzentrationsausgleich zwischen Meßgut und Silikon nur wenig Sauerstoff aus
dem Meßgut in die Silikonmatrix zu diffundieren. Weiterhin findet am Indikator kein Verbrauch
des Sauerstoffs statt. Der Einfluß der Meßeinrichtung auf das Meßgut kann somit vernachla¨ssigbar
klein gehalten werden.
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Abbildung 6.2: Schemaskizze der Spitze einer Sauerstoffoptode [64]. Auf der Spitze sitzt eine
ausgeha¨rtete Silikonschicht mit darin immobilisiertem Farbstoff. Zum Schutz vor Fremdlicht ist
sie mit einer weiteren, schwarz eingefa¨rbten Silikonhu¨lle umgeben.
6.5.3 Meßverfahren
Das Absorptionsmaximum des Farbstoffes liegt im blauen Bereich sichtbaren Lichtes. Als billige
und stabile Erregungslichtquelle eignet sich daher eine blaue Leuchtdiode. Erregungs- und Fluo-
reszenzlicht werden auf demselben Lichtweg gefu¨hrt; das rote Fluoreszenzlicht kann durch einen
dichroitischen Spiegel selektiv aus dem Strahlengang ausgekoppelt werden. (Solch ein Spiegel re-
flektiert nur Licht bestimmter Wellenla¨ngen, wa¨hrend andere Wellenla¨ngen ungehindert passieren.)
Die Intensita¨t des Fluoreszenzlichtes wird schließlich in einem ka¨uflichen Sekunda¨r-Elektronen-
Vervielfacher genau quantifiziert.
Der Lichtweg zwischen dem dichroitischen Spiegel und dem immobilisierten Farbstoff in der Si-
likonmatrix kann durch eine flexible Lichtleitfaser nahezu beliebig verla¨ngert werden. Die farbstoff-
haltige Silikonmatrix wird dafu¨r einfach als Tropfen auf die Spitze der Lichtleitfaser aufgebracht
und ha¨rtet dort aus. Ein zusa¨tzlicher, du¨nner Silikonu¨berzug auf der Silikonperle wird schwarz
eingefa¨rbt und schu¨tzt somit effektiv vor Fremdlicht. Abbildung 6.2 zeigt den Aufbau der Sonden-
spitze (”Optode“). Die Spitze der Faser kann dann an nahezu beliebige Meßorte gefu¨hrt werden,
um wirklich lokale Messungen auszufu¨hren.
Das Gera¨t steht in einer vierkanaligen Version zur Verfu¨gung. Hier werden die Fluoreszenz-
lichtstrahlen aus vier Optoden zusammengefu¨hrt und gemeinsam in den Sekunda¨r-Elektronen-
Vervielfacher geleitet. Die Erregungslichtquelle (Leuchtdiode) und der dichroitische Spiegel sind
fu¨r jeden Kanal einzeln ausgefu¨hrt. Dadurch, daß jeweils nur eine Sonde zur Zeit angeregt wird,
kann im periodischen Wechsel auf allen vier Kana¨len gemessen werden. Abbildung 6.3 zeigt sche-
matisch Aufbau und Strahlengang der Meßapparatur.
6.5.4 Kalibrierung
In der Realita¨t folgt die Konzentrationsabha¨ngigkeit der Fluoreszenz nicht genau Gleichung 6.5 - 6.
In das vollsta¨ndige Meßgera¨t ist daher eine zusa¨tzliche Ausgleichsfunktion einprogrammiert, um
die Abweichungen zu minimieren; so werden nach einfacher Zweipunktkalibrierung (sauerstofffreier
Zustand und Luftsa¨ttigung) zufriedenstellende Messungen mo¨glich.
Auf diesem Wege la¨ßt sich aber nicht die maximal mo¨gliche Genauigkeit der Meßmethode bei
kleinsten Sauerstoffpartialdru¨cken ausscho¨pfen. Deswegen wurde im Rahmen der vorliegenden Ar-
beit eine eigene, genauere Kalibrierung mit den vier verwendeten Sonden (Optoden) durchgefu¨hrt.
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Abbildung 6.3: Schemaskizze des faseroptischen Sauerstoffsensors, in der Ausfu¨hrung mit vier
Kana¨len. Links im Bild der Sekunda¨r-Elektronen-Vervielfacher (
”
SEV“);
”
DS“ bezeichnet einen
der vier dichroitischen Spiegel,
”
LED“ eine der vier (blau leuchtenden) Leuchtdioden fu¨r das
Erregungslicht.
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Diese ist in Abschnitt 6.7.3 (Seite 131) beschrieben. Im folgenden wird erkla¨rt, welche mathe-
matische Funktion zur Beschreibung der gefundenen Meßwerte bei der Kalibrierung verwendet
wurde.
6.5.4.1 Streulicht
Durch Abschirmung und Signalmodulation kann der Einfluß von Fremdlicht von außen weitge-
hend eliminiert werden. Dennoch dringt Falschlicht in den Sekunda¨r-Elektronen-Vervielfacher.
Dies erkla¨rt sich daraus, daß das optische System, und darin besonders der dichroitische Spiegel,
einen kleinen Anteil des (blauen) Erregungslichtes direkt in den optischen Sensor streut.5 Glei-
chung 6.5 - 6 (Seite 126) muß also um entsprechende Terme fu¨r den Falschlichtanteil (If ) erga¨nzt
werden [316]:
I0 − If
I − If = 1 +KSV·pO2 (6.5 - 7)
6.5.4.2 Statische Lo¨sung
Die Beschreibung der Fluoreszenzlo¨schung auf molekularer Ebene muß verfeinert werden: Das
Farbstoffmoleku¨l wird zuerst von Strahlung energetisch angeregt, und dann sto¨ßt es mit einem
Sauerstoffmoleku¨l zusammen und gibt Energie an dieses ab. Dies ist die ”gewo¨hnliche“, dynamische
Fluoreszenzlo¨schung.
Daneben tritt aber auch sog. statische Fluoreszenzlo¨schung auf. In diesem Fall geht das Farb-
stoffmoleku¨l einen relativ stabilen Komplex mit einem Sauerstoffmoleku¨l ein, das also permanent
in seiner Na¨he liegt. Auch in diesem Fall wird eingestrahlte und vom Farbstoffmoleku¨l absorbierte
Energie strahlungsfrei auf das Sauerstoffmoleku¨l u¨bertragen.
Beide Mechanismen der Fluoreszenzlo¨schung treten in der Realita¨t nebeneinander auf. Sie
lassen sich beide formal mit der Stern-Volmer-Gleichung beschreiben (Gl. 6.5 - 6, auf Seite 126).
Dabei gelten aber jeweils unterschiedliche Zahlenwerte fu¨r die Stern-Volmer-Konstante KSV;
dies fu¨hrt zu einer erheblichen Abweichung vom idealen, hyperbolischen Verhalten.
Carraway et al. (1991) [54] leiten zur vollsta¨ndigen mathematischen Beschreibung dieser
Tatsache folgende Gleichung ab:
I
I0
=
f1
1 +KSV,1·pO2
+
f2
1 +KSV,2·pO2
(6.5 - 8)
f1 und f2 sind die Anteile, die die beiden Mechanismen zur gesamten Fluoreszenzintensita¨t beitra-
gen; ihre Summe ist gleich eins: f1 +f2 = 1. Diese Gleichung wurde um die Korrektur fu¨r Streulicht
erga¨nzt und dann ohne Vereinfachung fu¨r alle Berechnungen eingesetzt.6
Die Anwendung der Kalibrierfunktion und die Ergebnisse aus der Anwendung des faseropti-
schen Sauerstoffsensors werden im na¨chsten Kapitel beschrieben.
5Die Quantenausbeute der Fluoreszenz ist gering, Literaturwerte fu¨r vergleichbare Farbstoffe werden mit ca. 5%
angegeben [211]. Dadurch ist das Erregungslicht viel sta¨rker als das Fluoreszenzlicht; wird von ersterem nur ein
kleiner Teil in den optischen Detektor gestreut, ergibt sich ein erheblicher Meßfehler.
6Auflo¨sungen und Ableitungen nach verschiedenen Variablen ergaben teilweise unu¨bersichtliche Ausdru¨cke. Die-
se wurden mit dem Computer-Algebra-System MapleV behandelt [321]; die Berechnungen mit programmierbaren
Funktionen wurden in gnuplot ausgefu¨hrt. Dieses Daten- und Funktions-plot-Programm ist das Ergebnis einer – aus-
schließlich u¨ber das Internet – konzertierten Projektarbeit vieler freiwilliger Programmierer. Es wird als C-Quelltext
u¨ber das Internet verbreitet; weitere Informationen finden sich u.a. im Internet unter http://www.gnuplot.org/.
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6.6 Zusammenfassung Meßtechnik
Fu¨r die experimentellen Untersuchungen wurden verschiedene Meßeinrichtungen zur Bestimmung
von Sauerstoffkonzentrationen in wa¨ßrigen Medien sowie Gasen eingesetzt. Im Reaktorabgas wur-
de der Sauerstoffanteil mit einem Gasanalysator gemessen, der die physikalische Eigenschaft des
Paramagnetismus von Sauerstoff ausnutzt. Gelo¨stsauerstoffkonzentrationen wurden mit einer am-
perometrischen Sauerstoffelektrode nach Clark sowie mit einem phaseroptischen Sauerstoffsensor
gemessen. Letzterer nutzt als Meßprinzip die Auslo¨schung der Fluoreszenz bestimmter Farbstoffe
in der Gegenwart von Sauerstoffmoleku¨len. Der hyperbolische Zusammenhang zwischen Fluores-
zenzintensita¨t und Sauerstoffpartialdruck macht dieses Prinzip besonders geeignet fu¨r die Messung
kleinster Sauerstoffkonzentrationen in einer sauerstoﬄimitierten Fermentation, wie sie in dieser
Arbeit angestrebt wurden.
6.7 Kalibrierung
Vor der Durchfu¨hrung der Messungen in einer realen Fermentation wurden alle verwendeten Meß-
einrichtungen genauestens kalibriert. Ausfu¨hrung und besondere Ergebnisse dieser Arbeiten werden
im folgenden wiedergegeben.
6.7.1 Clark-Elektrode
Zu Beginn der experimentellen Arbeiten wurde zuna¨chst die Linearita¨t der vorhandenen Clark-
Sauerstoff-Elektrode untersucht. Sie wurde zuerst mindestens 24 Stunden am Meßversta¨rker an-
geschlossen und voll polarisiert. Dann wurde mit reinem Stickstoff und reiner Luft sorgfa¨ltig kali-
briert. Die Elektrode war dabei in Betriebsposition im Versuchsreaktor eingebaut, der fu¨r dieses
Experiment mit vollentsalztem Wasser gefu¨llt war. Zur Vermeidung von Temperatureffekten wurde
der Reaktor auch fu¨r die Kalibrierung konstant auf 37◦C temperiert.
Anschließend wurde vom Prozeßleitrechner die Zusammensetzung des Gasstromes in periodi-
schem Wechsel auf folgende Luftanteile eingestellt: 0%; 4,7%; 16%; 27%; 43%; 59%; 80%; 100%.
Jede Konzentration wurde fu¨r 45 Minuten gehalten; nur die Begasung mit reinem Stickstoff dau-
erte jeweils 75 Minuten, um wirklich hinreichende Sauerstofffreiheit zu erreichen. Die Luftanteile
0% und 100% sind exakte Werte, weil beide Gasflußregler eine Mo¨glichkeit besaßen, den Gasstrom
zuverla¨ssig vollsta¨ndig zu sperren. Die anderen Werte sind keine runden Zahlen, weil der eine Gas-
flußregler nicht genau die (analog) vorgegebenen Sollwerte traf. Es wurden aber jeweils nur die
gemessenen Istwerte zur genauen Berechnung der realen Konzentrationen verwendet.
Das (relative) Meßsignal der Clark-Elektrode in diesem Experiment ist in Abbildung 6.4 u¨ber
dem Luftanteil in der Begasung dargestellt. Man erkennt eine sehr befriedigende Linearita¨t; die
beiden Gasflußregler und die Clark-Elektrode ko¨nnen also – bei Verwendung in reinem Wasser
– als zuverla¨ssig angesehen werden.
6.7.2 Gasanalysator
Zur Beschreibung des Stoffaustausches zwischen Gasblasen und Flu¨ssigkeit muß der Sauerstoffan-
teil in den Gasblasen bekannt sein. Um diesen abscha¨tzen zu ko¨nnen, wurde wa¨hrend der vermes-
senen Fermentation auch der Sauerstoffanteil im Fermentationsabgas kontinuierlich gemessen. Das
verwendete Meßgera¨t (Oxygor 610) ist in Abschnitt 6.3 (Seite 120) beschrieben.
Zur Kalibrierung des Gasanalysators wurde bei der oben beschriebenen U¨berpru¨fung der
Clark-Elektrode kontinuierlich die Gaszusammensetzung gemessen. Zu den geringfu¨gig nichtli-
6.7. KALIBRIERUNG 131
-20
0
20
40
60
80
100
120
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
p
O
2
(r
el
at
iv
,
in
%
L
S)
Gasmischung: Luftanteil
+ +
+
+
+
+
+
+
Abbildung 6.4: U¨berpru¨fung der Linearita¨t von Clark-Elektrode und Gasflußreglern; vgl. Ab-
schnitt 6.7.1. Auf der Ordinate ist der von der Clarkelektrode gemessene, relative Sauerstoff-
partialdruck angegeben (100% entspricht Luftsa¨ttigung beim Betriebsdruck im Reaktor). Auf
der Abszisse ist der Luftanteil in der Begasung angegeben. Neben (insgesamt) 185 einzelnen
Meßwerten ist (als du¨nn gestrichelte Linie) der ideale, lineare Zusammenhang beider Gro¨ßen
eingezeichnet.
nearen Meßdaten wurde (mit einer nichtlinearen Regressionsanalyse) eine geeignete polynomische
Korrekturfunktion dritten Grades entwickelt. Die mit dieser Funktion korrigierten Daten sind, ana-
log zur Darstellung in Abbildung 6.4, in Abbildung 6.5 graphisch aufgetragen.7 Auch die Messung
des Sauerstoffanteils im Abgas kann also als zuverla¨ssig angesehen werden.
6.7.3 Faseroptischer Sauerstoffsensor
Im Rahmen der vielstufigen Kalbriermessung, die in Abschnitt 6.7.1 beschrieben ist, wurden auch
Kalibrierdaten fu¨r den faseroptischen Sauerstoffsensor aufgenommen. Die vier Optoden waren
im Versuchsreaktor installiert, und die Detektorsignale des Sekunda¨r-Elektronen-Vervielfachers
wurden zusammen mit den anderen Daten vom Prozeßleitrechner aufgezeichnet. Die Daten wurden
in der Einheit ”Volt“ ausgegeben und sind in Abbildung 6.6 auf Seite 132 dargestellt.
6.7.3.1 Regressionsanalysen
In Abbildung 6.6 ist fu¨r jede Sonde der Graph einer analytischen Ausgleichsfunktion fu¨r die Meß-
punkte eingetragen. Die Funktionen entsprechen jeweils der Kombination aus Gleichung 6.5 - 7
(Seite 129) und Gleichung 6.5 - 8 (Seite 129). Die Funktionsparameter wurden jeweils durch nicht-
lineare Optimierung des Parametersatzes mit dem Marquardt-Levenberg-Algorithmus gewon-
nen, wie er in gnuplot implementiert ist (vgl. Fußnote 6 auf Seite 129). Jede Kurve wird von fu¨nf
7Mit derselben Funktion wurden selbstversta¨ndlich auch alle bei den eigentlichen Messungen gewonnenen Daten
korrigiert.
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Abbildung 6.5: Die Meßdaten vom Sauerstoff-Gasanalysator (
”
Oxygor“) bei der vielstufigen Kali-
briermessung, die in Abschnitt 6.7.1 (Seite 130) beschrieben ist. Auf der Ordinate ist der gemessene
Sauerstoffanteil angegeben; auf der Abszisse ist der von den Gasflußreglern eingestellte (und von
der Clark-Elektrode verifizierte) Luftanteil im Gasstrom aufgetragen. Neben (insgesamt) 185
einzelnen (korrigierten, s. Text) Meßwerten ist (als du¨nn gestrichelte Linie) der ideale, lineare
Zusammenhang beider Gro¨ßen eingezeichnet.
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Abbildung 6.6: Die Detektorsignale vom faseroptischen Sauerstoffsensor, die bei der vielstufigen
Kalibriermessung aufgenommen wurden, wie sie in Abschnitt 6.7.1 (Seite 130) beschrieben ist.
Fu¨r jede der vier einzelnen Sonden (
”
Optoden“) ergibt sich ein eigener Kurvenverlauf. Auch hier
stehen wieder fu¨r jede Optode (insgesamt) 185 einzelne Datenpunkte zur Verfu¨gung. (Fu¨r weitere
Details vgl. Abbildung 6.5, und den Text.)
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Tabelle 6.1: Die Parameter fu¨r die mathematische Funktion zur Beschreibung der Meßsignale des
faseroptischen Sauerstoffsensors (vgl. Abschnitt E.6.1, auf Seite 213).
Optode I0 If KSV,1 KSV,2 f1
I 9,68 2,58 0,0642 0,00684 0,503
II 9,56 3,55 0,0751 0,01195 0,423
III 9,40 4,60 0,0658 0,01057 0,501
IV 9,61 2,46 0,0797 0,00938 0,508
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Abbildung 6.7: Die Streuung der (insgesamt 740) einzelnen Meßwerte aus Abbildung 6.6 von den
zugeho¨rigen Ausgleichsfunktionen. Links sind die Abweichungen in Volt angegeben; dies ist die
Einheit der Ausgabesignale des Sensors (Ordinate in Abbildung 6.6). In der rechten Darstellung
sind die Werte entsprechend der jeweiligen lokalen Steigung der Ausgleichsfunktion in Konzentra-
tionsunterschiede (Abweichungen fu¨r pO2) umgerechnet.
freien Parametern bestimmt: I0, If , KSV,1, KSV,2 und f1. (f2
!= 1 − f1). Fu¨r eine optimale Be-
schreibung der Meßwerte, und damit des Verhaltens der Optoden, war es no¨tig, alle Werte fu¨r jede
Optode separat zu bestimmen. Die gefundenen Werte sind in Tabelle 6.1 aufgefu¨hrt.
Abschnitt E.6.1 (Seite 213) im Anhang entha¨lt eine detaillierte Diskussion dieser Werte und
der Anwendung des phaseroptischen Sauerstoffsensors im Allgemeinen.
6.7.3.2 Meßwertstreuung
In Abbildung 6.7 sind die Abweichungen der gemessenen Einzelwerte in der Kalibrierung von den
ermittelten Ausgleichskurven dargestellt. Sie sind zum einen als Abweichungen in Volt, also der
Einheit des Ausgabesignales vom Sauerstoffsensor, dargestellt. Außerdem sind diese Abweichungen
u¨ber die jeweilige (lokale) Steigung der Ausgleichskurve in Konzentrationsdifferenzen (Abweichun-
gen des pO2-Wertes in Prozent) umgerechnet worden. Drei Tatsachen sind zu erkennen:
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• Die Abweichungen sind u¨berall ungefa¨hr symmetrisch um den entsprechenden Scha¨tzwert
der Ausgleichsfunktion verteilt.
• Die Abweichungen der Meßwerte fu¨r die Fluoreszenzintensita¨t liegen u¨berall in derselben
Gro¨ßenordnung. Sie entstammen also dem Meßgera¨t und sind vom gemessenen Wert un-
abha¨ngig.
• Durch die Kru¨mmung der Ausgleichskurve sind die Abweichungen der berechneten
Gelo¨stsauerstoffkonzentrationen (Partialdru¨cke, pO2) bei kleinen Meßwerten (nahe null) sehr
klein. Die Meßtechnik eignet sich daher besonders fu¨r die genaue Messung kleinster Gelo¨st-
sauerstoffkonzentrationen.
6.7.4 Zusammenfassung Kalibrierung
Vor den nachfolgend beschriebenen Messungen an einer Fermentation wurden die verwendeten
Meßeinrichtungen (vgl. Abschnitt 6.6, auf Seite 130) sorgfa¨ltig kalibriert. Die Linearita¨t und
Koha¨renz der Meßwerte von Gasflußreglern, Clark-Elektrode und Abgasanalysator untereinander
wurden nachgewiesen.
Wa¨hrend dieser Kalibrierung wurden große Mengen Daten fu¨r die Kalibrierung der vier Meß-
kana¨le des phaseroptischen Sauerstoffsensors gesammelt. Aus diesen Daten wurden durch numeri-
sche Parameteroptimierung Kalibrierfunktionen gewonnen. Die Analyse der Streuung der einzelnen
Meßpunkte um die Kalibrierfunktionen zeigt, daß. . .
• keine systematischen Fehler existieren,
• die Streuungsbreite der urspru¨nglichen Meßwerte nur geringfu¨gig vom jeweiligen Meßwert
abha¨ngt, und deswegen
• der stochastische Fehler in den gemessenen Gelo¨stsauerstoffkonzentrationen besonders bei
kleinsten Sauerstoffkonzentrationen sehr klein wird.8
Somit erweist sich der phaseroptische Sauerstoffsensor als besonders geeignet fu¨r die lokale,
verbrauchs- und damit ru¨ckwirkungsfreie Messung kleinster Gelo¨stsauerstoffkonzentrationen in
Bioreaktoren.9
6.8 Fermentation
Zur Validierung des entwickelten numerischen Modells wurde in einer na¨herungsweise mikroae-
roben Fermentation an mehreren Positionen im Bioreaktor die lokale Sauerstoffkonzentration ge-
messen. Dabei wurden sauerstoﬄimitierte Prozeßzusta¨nde unter reiner Oberfla¨chenbegasung sowie
unter vollsta¨ndiger Blasen- und Oberfla¨chenbegasung eingestellt und untersucht.
6.8.1 Organismus
Der Mikroorganismus in der Kultivierung war Klebsiella pneumoniae. Diese gram-negativen En-
terobakteriaceen verfu¨gen u¨ber aerobe und anaerobe Stoffwechselfa¨higkeiten. Weiterhin hat fu¨r
8Dies ist bermerkenswert, weil die nativen Anzeigewerte des Sensors bei geringsten Sauerstoffkonzentrationen am
gro¨ßten sind.
9Um die optimale Genauigkeit des Meßgera¨tes bei kleinsten Sauerstoffkonzentrationen auszunutzen, muß aller-
dings eine aufwendige Kalibrierung, wie in dieser Arbeit beschrieben, ausgefu¨hrt werden.
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Tabelle 6.2: Die Zusammensetzung des Vor- und Stammkulturmediums fu¨r Klebsiella pneumoniae.
Als Lo¨sungsmittel diente deionisiertes Wasser.
Glyzerin, 87%ig 23,5 gl
K2HPO4 3,4 gl
KH2PO4 1,3 gl
(NH4)2SO4 2,0 gl
MgSO4·7 H2O 0,2 gl
Hefeextrakt 1,0 gl
FeSO4·7 H2Oa 5,0 mgl
CaCl2b 2,0 mgl
Spurenelementlo¨sung Nr. 7c 2,0 mll
CaCO3d 2,0 gl
aZugegeben als 0,1 Vol.-% einer Lo¨sung von 5 g
l
FeSO4·7 H2O in Wasser mit 0,4 Vol.-% konzentrierter Salzsa¨ure.
bZugegeben als 0,1 Vol.-% einer Lo¨sung von 2 g
l
CaCl2 in Wasser.
cSiehe Tabelle 6.3, auf Seite 136.
dAls unlo¨slicher Bodenko¨rper.
sie die Mikroaerobiose eine besondere Bedeutung. Sie besitzen na¨mlich die Fa¨higkeit, molekularen
Stickstoff zu fixieren, d.h. in den eigenen Stoffwechsel einzuschleusen. Dieser Vorgang setzt, ne-
ben einem speziellen Enzym (Nitrogenase), viel Energie voraus; die kann normalerweise nur unter
aeroben Bedingungen aus geeigneten Substraten gewonnen werden.
Gleichzeitig ist aber die Nitrogenase empfindlich gegenu¨ber hohen Sauerstoffpartialdru¨cken.
Deswegen schu¨tzt sich Klebsiella pneumoniae gegen u¨berma¨ßigen Sauerstoffzutritt durch Ausbil-
dung einer dicken Schleimkapsel. Diese Schleimbildung wird bei rein anaerober Kultivierung nicht
beobachtet10; sie wird also durch die Gegenwart von Sauerstoff induziert. Die Schleimkapsel bildet
eine Diffusionsbarriere um jede einzelne Zelle; mit hochaffinem, intensivem Sauerstoffverbrauch
im Zellinneren kann so der Sauerstoffpartialdruck (bei kontinuierlichem Sauerstoffzustrom) gering
gehalten werden.
6.8.2 Kultivierung
6.8.2.1 Vor- und Stammkultur
Der Mikroorganismenstamm wurde unter der Katalognummer DSM 2026 von der Deutschen
Stammsammlung fu¨r Mikroorganismen und Zellkulturen (DSMZ, in Braunschweig) bezogen. Er
ist identisch zum Stamm ATCC 15380 von der “american type culture collection” und auch unter
dem Namen Klebsiella aerogenes bekannt.
Zur Kultivierung in Erlenmeyerkolben wurde ein Komplexmedium auf der Grundlage von
Glyzerin als Kohlenstoff- und Energiequelle verwendet. Die Zusammensetzung ist in Tabelle 6.2
angegeben. Das Medium wurde zum Lo¨sen aller Substanzen kurz aufgekocht, zu jeweils 20 ml in
100 ml-Erlenmeyerkolben mit Schikanen und U¨berfallkappe gefu¨llt und autoklaviert. Zur Kultivie-
rung wurde mit einem Aliquot Bakterien inokuliert und u¨ber Nacht bei 37◦C unter langsamem
Schu¨tteln inkubiert.
Zur Herstellung von Stammkonserven wurden jeweils 2 ml gut gewachsene Kultur mit jeweils
10 Vol.-% sterilem Glyzerin versetzt und dann u¨ber la¨ngere Zeit bei -70◦C gelagert.
10Perso¨nliche Mitteilung aus der Laborgruppe An-Ping Zeng, GBF Braunschweig.
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Tabelle 6.3: Die Zusammensetzung der Spurenelementlo¨sung Nr. 7, die im Vor- und Stammkul-
turmedium gema¨ß Tabelle 6.2 eingesetzt wurde. Als Lo¨sungsmittel diente deionisiertes Wasser.
HCl, konz. 0,9 mll
ZnCl2 70,0 mgl
MnCl2·4 H2O 100,0 mgl
H3BO3 60,0 mgl
CoCl2·6 H2O 200,0 mgl
CuCl2·2 H2O 20,0 mgl
NiCl2·6 H2O 25,0 mgl
Na2MoO4·2 H2O 35,0 mgl
Tabelle 6.4: Die Zusammensetzung des Fermentationsmediums nach Tag [305]. Als Lo¨sungsmittel
diente deionisiertes Wasser.
Glyzerin, 87%ig 2,35 gl
NaH2PO4·2 H2O 1,38 gl
(NH4)2SO4 6,61 gl
Na2SO4 0,28 gl
MgCl2·6 H2O 0,26 gl
CaCl2·2 H2O 2,9 mgl
Citronensa¨ure (·1 H2O) 0,42 gl
Hefeextrakt 1,0 gl
Spurenelementlo¨sung ”Evans“ [305]
a 5,0 mll
aSiehe Tabelle 6.5.
6.8.2.2 Hauptkultur
Die Fermentation wurde in einem Fermentationsmedium nach Tag [305] ausgefu¨hrt. Die Zusam-
mensetzung ist in Tabelle 6.4 angegeben. Das Medium wurde im Reaktor angemischt und mit
diesem in situ bei 121◦C 15 Minuten sterilisiert. Zur Vermeidung von extremer Schaumbildung
wurde vorher ein halber Milliliter des Anti-Schaum-Mittels ”Desmophen“ (Bayer AG, Leverkusen)
zugesetzt. Nach Erreichen der Fermentationstemperatur von 37◦C wurde mit 40 ml gut gewachse-
ner Vorkultur inokuliert.
Der Reaktor war mit Thermometer und Thermostatisierung, pH-Elektrode (Schott) und
Clark-Sauerstoffelektrode ausgeru¨stet. Zusa¨tzlich waren die vier phaseroptischen Sauerstoffson-
den installiert (s.u., Abschnitt 6.8.3.1). Die Begasungsleitung fu¨hrte u¨ber getrennte Massenstrom-
regler (Fa. MKS) Luft und Stickstoff zusammen; die Zuluft (bzw. Gasmischung) konnte wahlweise
durch den Begaserring in die Flu¨ssigkeit oder durch ein Rohr in den Gasraum u¨ber der frei-
en Flu¨ssigkeitsoberfla¨che gefu¨hrt werden. In der Abgasleitung waren Schaumfalle, Sauerstoff- und
Kohlendioxidanalysator (Maihak Oxygor 610 und Unor 610) installiert. Geometrie und Anordnung
der Einbauten im Reaktor sind in Abschnitt 5.1 auf Seite 87 beschrieben.
6.8.3 Experimente
Es wurden an einer Fermentation verschiedene Zusta¨nde bezu¨glich der Sauerstoffversorgung einge-
stellt. Dann wurden jeweils die gesamte Sauerstoffverbrauchsrate und die lokalen Konzentrationen
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Tabelle 6.5: Die Zusammensetzung der Spurenelementlo¨sung
”
Evans“, die im Fermentationsmedi-
um gema¨ß Tabelle 6.4 eingesetzt wurde. Als Lo¨sungsmittel diente deionisiertes Wasser.
HCl, konz. 10,0 mll
FeCl2·6 H2O 5,4 gl
MnCl2·4 H2O 2,0 gl
ZnCl2 0,61 gl
CoCl2·6 H2O 0,47 gl
CuCl2·2 H2O 170,0 mgl
H3BO3 60,0 mgl
Na2MoO4·2 H2O 5,0 mgl
an gelo¨stem Sauerstoff an verschiedenen Positionen im Reaktor gemessen.
6.8.3.1 Meßpositionen
Die Meßpositionen wurden durch den Einbau der vier faseroptischen Sauerstoffsonden an unter-
schiedlichen Stellen im Reaktor festgelegt. Zur Auswahl dieser Positionen wurden Ergenisse einer
fru¨hen Simulationsrechnung zu Grunde gelegt. Zu deren Zeitpunkt war das Modell noch nicht voll
entwickelt; es fehlten u.a. die Simulation der Blasenzerteilung (Abschnitt 5.3.3.1, auf Seite 104)
und die Umfangsmittelung des Stofftransportes u¨ber die Bereichsgrenze (Abschnitt 5.4.4.1, auf
Seite 114). Daher hatten die Simulationsergebnisse noch nicht den spa¨ter erreichten Charakter.
An zwei Positionen zeigten sich in den numerischen Voruntersuchungen Extrema der Gelo¨stsau-
erstoffkonzentration: Unmittelbar unter der Flu¨ssigkeitsoberfla¨che, nahe der Ru¨hrerwelle, wurde
die ho¨chste Konzentration vorausgesagt. Hier wurde Meßposition 1 angelegt. Ganz unten im Re-
aktor, genau in der Rotationssymmetrieachse, wurde die niedrigste Konzentration vorausgesagt.
Hier wurde Meßposition 2 eingerichtet.
Fu¨r die Auswahl weiterer Positionen war zu beachten, daß die Optoden nicht direkt im Ru¨hrer-
bereich liegen konnten, und daß sie an vorhandenen feststehenden Einbauten fixiert werden muß-
ten. Es wurden daher zwei Positionen an einem Stro¨mungsbrecher gewa¨hlt: Auf der Anstro¨mseite,
jeweils zwei Zentimeter ober- und unterhalb der Ru¨hrerebene. Dies sind die Meßpositionen 3 und 4.
Die vier Meßpositionen sind in Abbildung 6.8 eingetragen.
6.8.3.2 Ablauf
Der Ablauf der Fermentation ist in Abbildung 6.9 auf Seite 139 dargestellt. Als durchgezoge-
ne Linie ist die Differenz des Sauerstoffanteils in Zu- und Abluft dargestellt (positive, sichtbare
Werte bedeuten Sauerstoffverbrauch im Reaktor). Weiterhin sind in vier anderen Linienzu¨gen die
gemessenen Sauerstoffkonzentrationen an den vier faseroptischen Sonden eingetragen. In du¨nnen
Punkten ist schließlich das Signal der Clark-Elektrode im zeitlichen Verlauf dargestellt.
Erste Limitierung. Nach Equilibrierung aller Meßsignale bei Oberfla¨chenbegasung mit Luft
wurde zum Zeitpunkt t = 0,3h mit einer vitalen Impfkultur inokuliert. Die Gelo¨stsauerstoffkonzen-
tration begann sofort zu fallen, bis sich ein erstes Gleichgewicht zwischen Verbrauch und Stoffu¨ber-
gang bei ungefa¨hr t = 0,6h einstellte. Die Kultur und ihr Sauerstoffverbrauch wuchsen aber stetig
zunehmend, so daß die Gleichgewichtskonzentration des gelo¨sten Sauerstoffes mit zunehmender
Rate abfiel. Kurz nach t = 2,0h wurde Sauerstoﬄimitierung erreicht. Hier zeigen sich nun an den
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Abbildung 6.8: Die Einbaupositionen der faseroptischen Sauerstoffsonden; der Ru¨hrer dreht sich
im Gegenuhrzeigersinn. Die Sonden 3 und 4 liegen auf der Anstro¨mseite des Stro¨mungsbrechers,
um jeweils ca. 1 mm von seiner Oberfla¨che abgehoben. Sonde 4 ist in der Darstellung eigentlich
von der Ru¨hrerscheibe verdeckt.
Zusa¨tzlich sind als Gitternetze drei Schnittfla¨chen eingezeichnet, auf denen in nachfolgenden Ab-
bildungen verschiedene Simulationsergebnisse dargestellt werden.
unterschiedlichen faseroptischen Sauerstoffsonden unterschiedliche (lokale) Sauerstoffkonzentratio-
nen. Deren Werte werden weiter unten diskutiert.
Clark-Elektrode. Außerdem fa¨llt auf, daß das Signal der Clark-Elektrode sofort bei Erreichen
der Sauerstoﬄimitierung beginnt, kontinuierlich zu steigen. Vor der Inokulation war die Elektrode
bei Sauerstofffreiheit auf 0% LS (Luftsa¨ttigung) kalibriert worden. In der sauerstoﬄimitierten
Fermentation steigt ihr Signal innerhalb von 20 Minuten auf ca. 7% LS an. Die anderen Sonden
zeigen dagegen konstante Sauerstoffkonzentration an. Es muß also angenommen werden, daß die
Clark-Elektrode hier massiv auf die Bildung von Ga¨rungsprodukten reagiert.
Nachkalibrieren. Nach Erreichen der bestmo¨glichen Signalkonstanz wurde die Begasung auf
Stickstoff – nun einschließlich Blasenbegasung durch den Begaserring – umgestellt; dadurch konn-
ten die Signale aller Sonden bei echter Sauerstofffreiheit aufgezeichnet werden. Durch Vergleich
der Meßsignale mit diesen zeitnah gewonnenen Kalibrierwerten kann in der Auswertung (s.u.)
optimale Genauigkeit der Meßergebnisse erzielt werden.
Metabolische Vielfalt. Nach kurzer Zeit wurde die (Blasen-) Begasung von Stickstoff auf Luft
umgestellt. Die Gelo¨stsauerstoffkonzentration stieg fast unverzu¨glich auf 40% LS bis 50% LS an.
Nach 10 bis 15 Minuten stieg sie abrupt um weitere 5% LS an. Dies entspricht einer Abnahme
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Abbildung 6.9: Der Ablauf der Fermentation. Die durchgezogene Kurve zeigt die Differenz der
Sauerstoffanteile in Begasungs- und Abluft (positive Wert entsprechen Sauerstoff verbrauch im
Reaktor). Vier weitere Kurven zeigen die pO2-Signale der vier faseroptischen Sauerstoffsonden.
Du¨nn gepunktet ist schließlich das Signal der Clark-Elektrode im zeitlichen Verlauf dargestellt.
der Atmungsaktivita¨t der Kultur. (Vermutlich wurden bei Wiederbeginn der Begasung zuna¨chst
leicht abbaubare Ga¨rungsprodukte abgebaut; nach der Erscho¨pfung dieser Vorra¨te wurde auf ein
schlechter resorbierbares Substrat [vermutlich Glyzerin] umgestellt.)
Die Kultur wuchs kontinuierlich weiter, und trotz der (wesentlich intensiveren) Blasenbega-
sung fiel die Sauerstoffkonzentration kontinuierlich weiter ab. Kurz vor dem Erreichen erneuter
Sauerstoﬄimitierung, bei t = 3,6h, setzte der Sauerstoffverbrauch kurzzeitig aus; hier fand offen-
sichtlich eine erneute Umstrukturierung des bakteriellen Stoffwechsels statt. (Induktion hochaffiner
Oxidasen [vgl. Abschnitt E.2.1, auf Seite 205]?)
Zweite Limitierung Nach dem kurzen Aussetzen der Atmungsrate la¨uft die Kultur in eine
erneute Sauerstoﬄimitierung. An den faseroptischen Sonden stellen sich wiederum konstante Sau-
erstoffkonzentrationen ein; das Signal der Clark-Elektrode beginnt wiederum, unsinnig zu stei-
gen. Nach Erreichen hinreichender Signalkonstanz wurde erneut auf Stickstoffbegasung umge-
schaltet, um verla¨ßliche Vergleichswerte fu¨r eindeutige Sauerstofffreiheit zu bekommen. (Dieser
Kalibrierungs-Eckpunkt la¨ßt sich in einer Kultur, die voru¨bergehende Anaerobiose toleriert, auch
wa¨hrend der Fermentation herstellen. Der andere Eckpunkt, na¨mlich Luftsa¨ttigung, la¨ßt sich ohne
Abto¨ten oder Entfernen der Kultur nicht einstellen; deswegen muß das spa¨tere ”Nachkalibrieren“
wa¨hrend der Fermentation auf eine Einpunktkalibrierung beschra¨nkt bleiben.)
6.8.3.3 Ergebnisse
In der Auswertung der Meßergebnisse war das Ziel, mo¨glichst genaue Werte fu¨r die Gelo¨stsauer-
stoffkonzentration in den Phasen echter Sauerstoﬄimitierung zu erhalten. Deswegen wurden jeweils
Vergleichswerte fu¨r echte Sauerstofffreiheit produziert. Zu diesen wurde jeweils mit den gemessenen
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Tabelle 6.6: Die gemessenen Gelo¨stsauerstoff-Konzentrationen an den vier faseroptischen Sonden,
jeweils in der Einheit:
”
% Luftsa¨ttigung“. Die Werte sind jeweils als Differenz zum Meßwert bei
echter Sauerstofffreiheit (Stickstoffbegasung) angegeben.
Sonde Oberfla¨chenbegasung Blasenbegasung
1 4,7 15,3
2 0,1 -0,06
3 0,4 0,72
4 0,2 0,36
Werten eine Differenz gebildet, die dann als wahre Sauerstoffkonzentration in der Meßsituation
anzusehen ist.11
Die gefundenen ”wahren“ Sauerstoffkonzentrationen an den vier faseroptischen Gelo¨stsauer-
stoffsonden (1 bis 4) sind in Tabelle 6.6 aufgelistet. Die Werte fu¨r Oberfla¨chenbegasung wurden
beim Zeitpunkt t ≈ 2,6 h ermittelt; die Werte fu¨r Blasen- (+ Oberfla¨chen-) -begasung wurden bei
t ≈ 4,2 h gewonnen.
Verbrauchsraten. Aus den Sauerstoff-Konzentrations-Differenzen zwischen Zu- und Abluft
konnte jeweils, unter Einbeziehung des Gasvolumenstromes (2 lmin), die Sauerstoffverbrauchsrate
der Kultur in den beiden untersuchten Zusta¨nden errechnet werden. Diese Werte werden sinnvoll
auf das Kultur- (Flu¨ssigkeits-) -volumen bezogen. Fu¨r die beiden Zusta¨nde, jeweils unmittelbar
vor dem Wechsel zur Stickstoffbegasung, ergeben sich:
Fu¨r die Oberfla¨chenbegasung: 18 µgl·s
Fu¨r die Blasenbegasung: 114 µgl·s
Diese Verbrauchsraten wurden unter vollsta¨ndiger Sauerstoﬄimitierung gemessen. Gema¨ß der
Quasistationarita¨tsannahme muß die (integrale) Sauerstoffu¨bertragungsrate jeweils genau dasselbe
Ausmaß gehabt haben [326]. Nimmt man eine verschwindend geringe Sauerstoffkonzentration in
der Flu¨ssigkeit an (cl,O2 ≈ 0), so ergibt sich aus Gleichung 2.3 - 12 (Seite 22) na¨herungsweise:
OTR ≈ βla·c∗l (6.8 - 9)
Vernachla¨ssigt man außerdem die Sauerstoffverarmung im Gas (cg,O2 = cg,O2,ein), so kann die Sa¨tti-
gungskonzentration c∗l durch die Lo¨slichkeit von Sauerstoff in der Flu¨ssigkeit (bei 1 atm) ersetzt
werden. Somit ko¨nnen die o.g. Werte direkt in Werte fu¨r den volumetrischen Stoffaustauschkoef-
fizienten βla u¨bersetzt werden.
Die Lo¨slichkeit von Sauerstoff im Medium wurde nach den Angaben in [284, 285] auf 7,0 mgl
festgesetzt. Somit ergeben sich aus den o.g. Zahlen folgende volumetrische Sauerstoffu¨bergangsko-
effizienten βla:
Fu¨r die Oberfla¨chenbegasung: 0,00257 s−1
Fu¨r die Blasenbegasung: 0,01629 s−1
Diesen Zahlen werden im folgenden Abschnitt Werte aus einfachen, dynamischen βla-
Messungen gegenu¨bergestellt.
11Diese Differenzbildung ist, streng betrachtet, nur dann erlaubt, wenn der Zusammenhang zwischen Fluores-
zenzintensita¨t und Konzentration linear ist. In dem engen Bereich zwischen den gemessenen Werten bei Luft- und
Stickstoffbegasung kann diese Voraussetzung als na¨herungsweise gegeben gelten.
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Abbildung 6.10: Der zeitliche Verlauf der (mit der Clark-Elektrode gemessenen) Gelo¨stsauer-
stoffkonzentration bei einer Bestimmung des βla-Wertes nach der dynamischen Begasungswech-
selmethode.
6.8.4 Dynamische βla-Messung
Wa¨hrend der Kalibrierungsmessungen fu¨r die Sauerstoffsonden (im bereits sterilisierten Fermenta-
tionsmedium) wurde mehrfach zwischen Luft- und Stickstoffbegasung gewechselt. Dies wurde fu¨r
einfache, dynamische βla-Messungen ausgenutzt.
Fu¨r die Messungen wurde die im Reaktor eingebaute Clark-Sauerstoffelektrode benutzt, weil
weitere Vorversuche gezeigt hatten, daß sie erheblich schneller reagierte als die faseroptischen
Sauerstoffsonden. Da noch keine Stoffwechselprodukte von Bakterien im Medium waren, zeigte
die Clark-Elektrode auch ein reproduzierbares, eindeutig brauchbares Verhalten.
6.8.4.1 Meßdatenbehandlung
Abbildung 6.10 zeigt den gemessenen Konzentrationsverlauf nach dem Wechsel von Stickstoff-
auf Luftbegasung. Dargestellt sind alle Meßpunkte des Zeitintervalls sowie der Graph einer Na¨he-
rungsfunktion. Diese Funtion entspricht der mathematischen Beschreibung fu¨r eine Serienschaltung
zweier Verzo¨gerungsglieder erster Ordnung. Die Gleichung dieser Funktion wird in Anhang D.4
(Seite 200) hergeleitet. Sie entha¨lt fu¨nf Parameter: Die Start- und Endkonzentration (cl,0 und c∗l ),
den Startzeitpunkt t0, die Zeitkonstante τ der Sauerstoffelektrode und die inverse Zeitkonstante
βla fu¨r den eigentlichen Stoffaustauschvorgang.
Fu¨r die aufgenommenen Meßdaten konnten alle fu¨nf Parameter aus jeder einzelnen Meßreihe
mit einer nichtlinearen Regressionsanalyse ermittelt werden. Diese wurde jeweils mit dem Pro-
gramm gnuplot12 nach dem Marquardt-Levenberg-Algorithmus ausgefu¨hrt. Es handelt sich
um eine “least squares fitting”-Methode; sie entspricht einem Oprimierungsalgorithmus, der die ak-
tuellen Parameter so lange variiert, bis die Summe der quadrierten Abweichungen jedes einzelnen
Meßpunktes von der Funktion ihren kleinsmo¨glichen Wert annimmt.
12Siehe Fußnote 6 auf Seite 129.
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6.8.4.2 Ergebnisse
Fu¨r die reine Oberfla¨chenbegasung wurde ein Wert fu¨r den volumetrischen Stoffaustauschkoef-
fizienten βla von 0,0022 s−1 gefunden. Dieser Wert liegt um ca. 16% unter demjenigen aus der
stationa¨ren Messung (in Abschnitt 6.8.3.3, auf Seite 140). Dies du¨rfte auf Unsicherheiten bei der
Messung der Sauerstoffanteile in der Reaktorabluft wa¨hrend der stationa¨ren Messung zuru¨ckge-
hen. Da hier eine sehr kleine Differenz zwischen zwei vergleichsweise großen Werten ausgenutzt
werden muß, kann ein Driften des Meßgera¨tes und der wahren Zusammensetzung der Zuluft leicht
zu solchen Fehlern fu¨hren.
Bei der Blasenbegasung (mit V˙g = 2 lmin) ergab sich fu¨r den volumetrischen Stoffaustausch-
koeffizienten ein Mittelwert von βla = 0,014 s−1. Die Abweichung vom Wert aus der stationa¨ren
Messung (Verweis wie oben) betra¨gt hier etwa 12%. Das Anwachsen der Werte in der Auswertung
der stationa¨ren Messung mindert die Unsicherheit aus der Differenzbildung zwischen zwei großen
Betra¨gen. Fu¨r die Zeitkonstante der Elektrode wurden Werte zwischen 9 s und 14 s gefunden; die
gro¨ßeren Werte gelten hierbei fu¨r den Wechsel von Stickstoff nach Luft, die kleineren entsprechend
fu¨r den umgekehrten Fall.
6.9 Zusammenfassung
Die ersten zwei Teile dieses Kapitels wurden bereits andernorts zusammengefaßt: Eine kurzgefaßte
Beschreibung der verwendeten Meßtechnik findet sich in Abschnitt 6.6 (Seite 130); die ausgefu¨hrten
Arbeiten zur Kalibrierung und U¨berpru¨fung der verwendeten Meßgera¨te auf Genauigkeit und
Tauglichkeit wurde in Abschnitt 6.7.4 (Seite 134) subsummiert.
Im verbleibenden Teil des Kapitels wurden die ausgefu¨hrten Messungen an einer (mikro-) ae-
roben Fermentation von Klebsiella pneumoniae beschrieben. Es wurden sauerstoﬄimitierte Pro-
zeßzusta¨nde unter reiner Oberfla¨chenbegasung sowie unter vollsta¨ndiger Blasen- und Oberfla¨chen-
begasung eingestellt und mit den eingesetzten Meßeinrichtungen quantitativ dokumentiert. Die
ortsabha¨ngigen Gelo¨stsauerstoffkonzentrationen sowie die tatsa¨chlichen Sauerstoffu¨bertragungs-
und -verbrauchsraten (”OTR“ und ”OUR“) wurden fu¨r die untersuchten Prozeßzusta¨nde aufge-
zeichnet. Mit diesen Daten werden im folgenden Kapitel entsprechende Simulationsrechnungen
einer Validierung unterzogen.
Kapitel 7
Simulationsergebnisse
In diesem Kapitel sollen die Ergebnisse numerischer Simulationen, die jeweils zur Beschreibung der
experimentell untersuchten Fermentationszusta¨nde1 ausgefu¨hrt wurden, mit den experimentellen
Ergebnissen verglichen werden.
Anschließend wird aufgezeigt, welche weitergehenden Informationen und Voraussagen mit dem
entwickelten Modell, u¨ber die zur Validierung betrachteten Ergebnisse hinaus, gewonnen werden
ko¨nnen.
7.1 Vorgehensweise
Bei der Ausfu¨hrung der numerischen Simulationen fu¨r die experimentell erfaßten Prozeßzusta¨nde
war die Ermittlung verschiedener Modellparameter notwendig. Die gesamte Vorgehensweise bei
der Berechnung der numerischen Voraussagen mit dem entwickelten Modell wird im folgenden
dargestellt.
7.1.1 Flu¨ssigkeitsstro¨mung
Im Prozeß hatte der Ru¨hrer eine Drehzahl von 180 Umdrehungen in der Minute; dieser Wert
wurde auch fu¨r die Stro¨mungssimulation eingesetzt. Die Drehung war (real wie in der Simulation)
im Gegenuhrzeigersinn.
Das Medium enthielt außer Glyzerin keine Substanzen, die wesentlichen Einfluß auf die Visko-
sita¨t haben. In [103, Bd. A12, Eintrag “Glycerol”] finden sich Daten fu¨r die Viskosita¨t von Glyzerin
(zitiert aus [207]). Danach hat eine 2%-ige Lo¨sung von Glyzerin in Wasser bei 37◦C eine Viskosita¨t
von ungefa¨hr 0,9 mPa·s. Mit diesem Wert wurde die Flu¨ssigkeitsstro¨mung berechnet. Die Dichte
wurde na¨herungsweise mit 1000 kg
m3
angenommen.
Der Ru¨hrer hat bei einem Durchmesser von 128 mm und einer Drehzahl von 3 Umdrehungen
je Sekunde eine Reynoldszahl von ungefa¨hr ReR = n·d
2·%
µ = 50.000. Die Stro¨mung muß also als
voll turbulent angenommen werden, so daß die Anwendung des k,-Modelles sinnvoll ist.
Die Ergebnisse der Stro¨mungssimulation fu¨r die reine Flu¨ssigkeit sind in Abschnitt 5.2.3 (Sei-
te 95) ausfu¨hrlich dargestellt und sollen hier nicht wiederholt werden.
1Siehe Abschnitt 6.8.3, auf Seite 136.
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7.1.2 Gasblasenstro¨mung
Zur Simulation der Gasblasenstro¨mung war die Festlegung bestimmter Parameter notwendig.
Zuna¨chst mußte ein Blasendurchmesser der am Begaserring neu entstehenden Blasen definiert
werden. Nach einer Abscha¨tzung per Augenschein am gla¨sernen Versuchsreaktor wurde ein An-
fangsdurchmesser der Gasblasen von 2 Millimetern eingesetzt.
Dieser Parameter ist aber relativ unbedeutend. Die Blasen gehen auf direktem Weg vom Bega-
ser zum Ru¨hrer und werden dort von der turbulenten Flu¨ssigkeitsstro¨mung zerteilt. Die Lebens-
dauer der urspru¨nglichen, gro¨ßeren Blasen ist also sehr begrenzt; ihr Beitrag zum Stoffaustausch
ist daher gering.
Die Gro¨ße der spa¨teren Blasen ha¨ngt von einem anderen Parameter ab, der weiter unten
behandelt wird (Abschnitt 7.1.2.2).
7.1.2.1 Ohne Zerteilung
In einer fru¨heren Entwicklungsstufe des Modelles blieb die turbulenzbedingte Blasenzerteilung un-
beru¨cksichtigt. Es wurde fu¨r alle Blasen im Berechnungsgebiet u¨berall derselbe Blasendurchmesser
verwendet. (Er wurde dann auch auf die – real deutlich gro¨ßeren – urspru¨nglichen Blasen ange-
wendet, die direkt vom Begaserring kommen und noch nicht den Ru¨hrer passiert haben.) Dieser
konstante Blasendurchmesser wurde so eingestellt, daß die mittlere Blasenverweilzeit in der Si-
mulation derjenigen entsprach, die sich aus Gasvolumenstrom und gemessenem Gasvolumenanteil
ergab.2
Die gemessene mittlere Blasenverweilzeit τ g ergab sich nach Gleichung 2.3 - 14 (Seite 22) zu
τ g = 3,7[+1,5/-1,0] Sekunden.3 Sie war bei Gasvolumenstro¨men zwischen 0 und 5 Litern je Minute
vom Gasvolumenstrom unabha¨ngig. (Der relative Gasvolumenanteil εg =
Vg
V war proportional zum
Gasvolumenstrom V˙g.) Der fu¨r die Simulation ermittelte einheitliche Blasendurchmesser betrug
0,5mm. Dieser Wert ist aber nicht ein Sauterdurchmesser (d32), sondern nach Stu¨ckzahl gewichtet
(d10, vgl. Abschnitt 2.2.3.1 auf Seite 17). Deswegen ist er erheblich kleiner als viele Literaturwerte.
Eindeutig stu¨ckzahlgewichtete Literaturwerte liegen in derselben Gro¨ßenordnung [29, 184, 306,
308].4
7.1.2.2 Mit Zerteilung
Spa¨ter wurde das beschriebene Modell fu¨r die Blasenzerteilung in das Modell eingefu¨hrt (s. Ab-
schnitt 5.3.3.1, auf Seite 104). Damit war, neben dem Durchmesser fu¨r die urspru¨nglichen Blasen
(s. Abschnitt 7.1.2), ein Wert fu¨r die kritische Weberzahl Wekrit. no¨tig. Dieser wurde genauso
bestimmt wie vorher der einheitliche mittlere Blasendurchmesser (s. den vorigen Abschnitt).
Es ergab sich, daß eine kritische Weberzahl von Wekrit. = 6,85 mNm ·σ−1 in der Simulation zu
der gemessenen mittleren Blasenverweilzeit fu¨hrte. Theoretisch hergeleitete Literaturwerte liegen
(nahe) unterhalb des Wertes 1 [126]; das ergibt fu¨r die Oberfla¨chenspannung des vollsta¨ndigen
2Der Gasvolumenanteil wurde durch Ablesung des Flu¨ssigkeitsstandes am gla¨sernen Reaktor mit und ohne Be-
gasung bestimmt. Der Ru¨hrer lief in beiden Fa¨llen mit der vorgegebenen Drehzahl. Die dadurch bedingten Schwan-
kungen des Flu¨ssigkeitsstandes mußten per Augenschein ausgemittelt werden.
3Zur Ermittelung dieses Wertes wurde der Flu¨ssigkeitsstand im geru¨hrten Reaktor bei verschiedenen Begasungs-
raten V˙g abgelesen. Daraus ergaben sich Volumendifferenzen, die direkt dem dispersen Gasvolumen Vg zuzuschreiben
waren.
4In den zitierten Arbeiten wurde teilweise in Systemen mit starker Blasenkoaleszenz gearbeitet. In diesem Fall
darf natu¨rlich nur mit den vero¨ffentlichten Blasengro¨ßenverteilungen unmittelbar im Ausstro¨mbereich des Ru¨hrers
verglichen werden.
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Fermentationsmediums (einschließlich Antischaummittel) einen Wert von etwas mehr als 7 mNm .
Dieser Wert wird in Abschnitt 5.3.3.3 auf Seite 105 na¨her diskutiert.
7.1.3 Stoffaustausch
Fu¨r die Berechnung des Stoffaustausches wurden die Gleichungen 5.4 - 3 (Seite 108) und 5.4 - 8
(Seite 116) verwendet. Fu¨r den molekularen Diffusionskoeffizienten D von Sauerstoff im Kultur-
medium wurde aus der Literatur der Wert D = 2,48·10−9 m2s entnommen [10, 122, 220, 272].
7.1.3.1 Blasengrenzfla¨che
Fu¨r den Stoffaustausch an der Phasengrenzfla¨che von Blasen wurde Gleichung 5.4 - 3 (Seite 108)
benutzt. Hier wirken nur die relativ kleinen Turbulenzwirbel (maximal selbe Gro¨ßenordnung wie
der Blasendurchmesser), die von der Turbulenzbeschreibung nach Kolmogorov gut erfaßt wer-
den:
βl = Bβl ·
(D
ν
)bD
· 4√ν· (7.1 - 1)
In Abschnitt 6.8.3.3 (Seite 140) wurden gemessene Sauerstoffverbrauchsraten fu¨r die Ober-
fla¨chen- und die kombinierte Oberfla¨chen- und Blasenbegasung angegeben. Mit diesen (integralen)
Meßwerten konnte u.a. die Proportionalita¨tskonstante Bβl in Gleichung 7.1 - 1 an die Realita¨t
angepaßt werden.
In der Simulation ergab sich die gemessene Sauerstoffu¨bertragungsrate, wenn die Proportiona-
lita¨tskonstante auf den Wert 0,167 eingestellt wurde. Der Exponent bD wurde dabei, wie fu¨r kleine
Blasen sinnvoll, mit dem Zahlenwert 23 belegt.
Der theoretische Wert fu¨r die Proportionalita¨tskonstante in der zitierten Gleichung ist 2√
pi
=
1,13. Der allgemein anerkannte (und vielfach zitierte) Literaturwert aus [52] und [150] betra¨gt
dagegen nur 0,13; der hier bestimmte Wert (0,167) liegt also nahe am Literaturwert.
7.1.3.2 Freie Oberfla¨che
Fu¨r den Stoffaustausch an der freien Oberfla¨che wurde hingegen Gleichung 5.4 - 8 (Seite 116)
verwendet:
βl = Bβl ·
(D
ν
)bD
·
√
ν·
2·k (7.1 - 2)
Hier leisten na¨mlich, nach neueren Untersuchungen [216], die großen Turbulenzwirbel den Haupt-
beitrag zum Stoffaustausch. Diese ko¨nnen nur durch die mathematische Beschreibung erfaßt wer-
den, die die kinetische (spezifische) Turbulenzenergie k entha¨lt, weil diese na¨mlich vorwiegend in
den relativ großen Turbulenzwirbeln liegt.
Fu¨r den Exponenten bD in der zitierten Gleichung wurde der Wert 12 eingesetzt; fu¨r ebene, freie
Oberfla¨chen ist in der Literatur vorwiegend dieser Wert zu finden. Die Proportionalita¨tskonstante
in Gleichung 7.1 - 2 wurde dann so angepaßt, daß sich in der Simulation die gemessene Sauer-
stoffu¨bertragungsrate (fu¨r den Fall reiner Oberfla¨chenbegasung) ergab. Die Proportionalita¨tskon-
stante Bβl nahm dabei den Wert 4,67 an; der theoretische Wert in der zitierten Gleichung ist
2√
pi
= 1,13.
146 KAPITEL 7. SIMULATIONSERGEBNISSE
7.1.3.3 Literaturvergleich
In [266] wird fu¨r das “large eddy model” folgende Gleichung einschließlich gemessener Proportio-
nalita¨tskonstante [48] angegeben:
βl = 0,9·
√
D·v′
Λ
(7.1 - 3)
Hier la¨ßt sich das Ausmaß der turbulenten Geschwindigkeitsschwankungen v′ durch die Funktion√
2·k der lokalen (spezifischen) Turbulenzenergie k ersetzen (vgl. Abschnitt 4.1.3.1, auf Seite 60).
Fu¨r eine voll entwickelte turbulente Rohrstro¨mung wurde dimensionsanalytisch, unter Verwen-
dung des k,–Modells (s. Abschnitt 4.2.3, auf Seite 70), folgende Beziehung gewonnen (vgl. auch
Gleichung 4.1 - 17, auf Seite 59):
Λ = C
3
4
µ
k
3
2

(7.1 - 4)
Hierin ist Cµ eine empirisch gewonnene Konstante mit dem Wert Cµ = 0,09.5
Hiermit kann (wg. 0,09
3
4 ≈ 0,16) die charakteristische Großwirbelgro¨ße Λ durch den Ausdruck
0,16·k
2
3
 ersetzt werden. Aus Gleichung 7.1 - 3 wird somit:
βl = 0,9·
√√√√√D·√2·k
0,16·k
2
3

(7.1 - 5)
= 2,68·
√
D·
k
(7.1 - 6)
U¨bertra¨gt man den oben genannten Wert der Proportionalita¨tskonstante von 4,67 aus den aus-
gefu¨hrten Simulationsrechnungen auf die Form dieser letzten Gleichung, so ergibt sich (statt des
dortigen Wertes 2,68) der Zahlenwert 4,67√
2
= 3,3.
Statt der oben zitierten Proportionalita¨tskonstante 0,9 in Gleichung 7.1 - 3 findet man in [97]
den experimentellen Wert 1,46 und den theoretisch hergeleiteten Wert 1,12. Dies ergibt als Li-
teraturwerte zum Vergleich mit dem in dieser Arbeit ermittelten Zahlenwert von 3,3 (in Glei-
chung 7.1 - 6) die Zahlenwerte 4,3 und 3,3. Der gefundene Wert entspricht mithin sehr gut dem
Spektrum an verfu¨gbaren Literaturwerten fu¨r das “large eddy model”.
7.1.4 Sauerstoffverbrauch
Fu¨r den Sauerstoffverbrauch durch die suspendierten Mikroorganismen mußte ein sinnvolles kine-
tisches Modell eingefu¨hrt werden. Zusa¨tzlich wurde als weitere Randbedingung (bzw. Stoffparame-
ter) die Lo¨slichkeit von Sauerstoff in der Kulturbru¨he beno¨tigt. Sie ergibt sich nach den ausfu¨hr-
lichen Angaben von Schumpe (1982 [285] und 1993 [284]) zu ziemlich genau 7 mgl . Vergleichbare
Werte wurden fu¨r Zellkulturmedien errechnet und auch gemessen [10].
In der mikroaeroben Fermentation muß von den Bakterien das hochaffine Enzymsystem
zur Sauerstoffreduktion exprimiert und angewendet werden (vgl. Abschnitt E.2.1, auf Sei-
te 205). Die Sauerstoffaufnahme sollte also bei sehr geringen Sauerstoffkonzentrationen (weit unter
1% Luftsa¨ttigung) bereits ihre Sa¨ttigung erreichen.
5Das spa¨ter mit der Theorie der Renormalisierungsgruppen aufgestellte RNG–k,–Modell ermo¨glichte eine theo-
retische Bestimmung des Wertes zu Cµ = 0,0845.
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Diffusionsbarriere. Die Bakterienmembran und eine eventuell zusa¨tzlich umgebende Schleimkapsel
stellen aber eine relevante Diffusionsbarriere fu¨r den Sauerstoffzutritt in das Bakterium dar. Das fu¨hrt zu
einer apparent verminderten Affinita¨t des Enzymsystems zu seinem Substrat Sauerstoff; die Aufnahmerate
ist u¨ber einen vergro¨ßerten Bereich linear proportional zur außen am Bakterium herrschenden Sauerstoff-
konzentration (Partialdruck).
In der Simulation wurde deswegen ein Sauerstoffpartialdruck fu¨r halbmaximale Aufnahmera-
te (Michaelis-Menten-Konstante) von 0,5% Luftsa¨ttigung eingesetzt. Dies fu¨hrt zu ungefa¨hr
linearer Proportionalita¨t bis nahe 1% Luftsa¨ttigung. Die gemessenen Sauerstoffkonzentrationen
liegen gro¨ßtenteils in diesem Bereich (nur unmittelbar an der Oberfla¨che wurden deutlich ho¨here
Werte gemessen).
Die maximale Verbrauchsrate, die fu¨r die Simulation auf das Volumen der Kulturbru¨he bezogen
wurde, wurde in den Simulationen jeweils so eingestellt, daß sich schließlich die gemessene gesamte
Sauerstoffverbrauchsrate ergab.
7.1.5 Zusammenfassung
Fu¨r die Anwendung des aufgestellten numerischen Modells mu¨ssen mehrere Modellparameter er-
mittelt werden. Diese Parameter sind Charakteristika des eingesetzten Stoffsystems (einschließlich
der verwendeten Mikroorganismen); deswegen sind nach einmaliger Parameterbestimmung (z.B.
aus einer Laborfermentation) trotzdem Voraussagen fu¨r beliebige Ru¨hrer- und Beha¨ltergeometrien
sowie Betriebszusta¨nde (Drehzahl, Begasungsrate) mo¨glich.
Zuerst wird die kritische Weberzahl fu¨r die turbulenzabha¨ngige Blasenzerteilung so eingestellt,
daß sich eine Blasengro¨ßenverteilung und eine davon abha¨ngige Verweilzeitverteilung einstellen,
die in der Simulation zu den experimentell gefundenen Gasvolumenanteilen fu¨hren.
Anschließend werden fu¨r die Gleichungen zur Berechnung des turbulenzabha¨ngigen Stoffu¨ber-
gangskoeffizienten βl an Gasblasen und freier Flu¨ssigkeitsoberfla¨che Proportionalita¨tskonstanten
ermittelt. Sie werden so eingestellt, daß die Simulation die gemessenen globalen (”integralen“)
Stoffu¨bertragungsraten (OTR) ergibt. Die ermittelten Modellparameter zeigen sehr gute U¨berein-
stimmung mit entsprechenden Literaturwerten.
Zuletzt wurde eine Kinetik (Konzentrationsabha¨ngigkeit) des Sauerstoffverbrauchs durch die
suspendierten Mikroorganismen festgelegt. Obwohl Klebsiella pneumoniae u¨ber eine hochaffine
Cytochrom-Oxidase verfu¨gt, verursacht die Schleimkapsel um jede einzelne Zelle eine scheinbar
verminderte Sauerstoffaffinita¨t der Zellen, also eine relativ hohe Konzentration halbmaximaler
Sauerstoffaufnahmerate.
7.2 Ergebnisse
Im folgenden soll an ausgewa¨hlten Ergebnissen der ausgefu¨hrten Simulationsrechnungen das auf-
gestellte numerische Modell validiert werden.
7.2.1 Modellparameter
Die fu¨r das numerische Modell ermittelten Parameter (vgl. Abschnitt 7.1, auf Seite 143) wurden
bereits bei der Diskussion Ihrer Bestimmung mit Literaturwerten verglichen. Dies gibt einen ersten
Anhaltspunkt fu¨r eine Validierung des Modells:
• Die kritische Weberzahl fu¨r die turbulenzabha¨ngige Blasenzerteilung konnte nicht un-
abha¨ngig von der Oberfla¨chenspannung angegeben werden, da fu¨r letztere keinerlei Daten
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existieren. Die umgekehrte Abscha¨tzung der Oberfla¨chenspannung mit Hilfe eines Literatur-
wertes fu¨r die kritische Weberzahl ergab einen fu¨r salz-, protein- und vor allem tensidhaltige
Lo¨sungen plausiblen Wert von ca. 7 mNm (vgl. Abschnitt 7.1.2.2, auf Seite 144).
• Fu¨r den Proportionalita¨tsfaktor Bβl in Gleichung 7.1 - 1 (Seite 145)6 wurde statt des Litera-
turwertes 0,13 der Wert 0,167 gefunden (Abschnitt 7.1.3.1, auf Seite 145). Der Literaturwert
wurde aber aus Messungen bzw. Abscha¨tzungen der Turbulenzintensita¨t gewonnen, die nie
die ra¨umliche Auflo¨sung der hier verwendeten Daten aus der numerischen Stro¨mungssimula-
tion erreichten. Abweichungen sind deswegen nicht unwahrscheinlich. Jedes Modell entha¨lt
Parameter, deren ”korrekte“ Werte von der Art (ortsgemittelt? zeitgemittelt?) und Herkunft
(Messung? Meßeinrichtung? Simulation?) der eingesetzten Daten abha¨ngt.
Bei der Verwendung der Gleichung ist außerdem zu bedenken, daß – ausgehend von der
theoretisch hergeleiteten Form (Gleichung 4.1 - 28, auf Seite 61) – die Beru¨cksichtigung rigi-
der Phasengrenzen an Blasen in tensidhaltigen Lo¨sungen auf sehr einfache Weise eingefu¨hrt
wurde (vgl. Abschnitt 4.1.3.3, auf Seite 62). Deswegen darf eine allgemeine Anwendbarkeit
und U¨bertragbarkeit mit einheitlichen Parametern nicht mehr erwartet werden.
• Fu¨r die Gleichung zur Bestimmung des Stoffu¨bergangskoeffizienten an der freien Flu¨ssigkeit-
soberfla¨che (Gleichung 7.1 - 2, auf Seite 145) wurde der Proportionalita¨tsfaktor Bβl = 3,3
gefunden (Abschnitt 7.1.3.2, auf Seite 145). Hier sind zum Vergleich nur sehr wenige Lite-
raturwerte verfu¨gbar; in Abschnitt 7.1.3.3 (Seite 146) wird aber gezeigt, daß der gefundene
Wert sich vorzu¨glich in das Spektrum dieser Literaturwerte einfu¨gt.
7.2.2 Gasphaseneigenschaften
Die Simulation macht Voraussagen u¨ber die Blasengro¨ßenverteilung und die Blasenverweilzeitver-
teilung. Diese beiden ko¨nnen jeweils mit Literaturdaten verglichen werden.
7.2.2.1 Blasengro¨ßenverteilung
Abbildung 7.1 zeigt die in der Simulation vorausgesagte Gro¨ßenverteilung derjenigen Blasen, die
die freie Flu¨ssigkeitsoberfla¨che erreichen. Die enge Ha¨ufung aller Einzelgro¨ßen um einige wenige
Werte ergibt sich daraus, daß die Blasen im Modell nur in zwei jeweils gleich große Teile geteilt
werden, wenn u¨berhaupt Blasenzerteilung vorausgesagt wird. (In der Realita¨t ist ein kontinuierli-
ches Spektrum der Blasengro¨ßen zu erwarten, weil reale Blasenzerteilungen i.d.R. ”ina¨qual“ sind,
so daß zwei unterschiedlich große Tochterblasen entstehen.)
Die Aufsplitterung der Daten um die sechs Hauptwerte herum ru¨hrt daher, daß die Blasen
bis zum Erreichen der freien Oberfla¨che unterschiedlich viel Sauerstoff verloren haben. Die ur-
spru¨nglichen Blasen haben im Modell einen Durchmesser von 2 mm. Die Gro¨ße der tatsa¨chlich
zirkulierenden Blasen wird also ausschließlich von der turbulenzabha¨ngigen Blasenzerteilung be-
stimmt.
Die globale Form, Breite und Lage (!) der Blasengro¨ßenverteilung paßt sehr gut zu Ergebnissen,
die Martin [193] fu¨r eine begaste, geru¨hrte Lo¨sung von Natriumsulfat in Wasser gemessen hat.7
(Diese Quelle entha¨lt, als eine von sehr wenigen u¨berhaupt, vero¨ffentlichte Daten u¨ber stu¨ckzahl-
gewichtete Verteilungen.)
6Diese Gleichung ist identisch mit den Gleichungen 4.1 - 30 (Seite 62) und 5.4 - 3 (Seite 108).
7Die zitierten Verteilungen liegen ungefa¨hr zwischen 0,1 mm und 0,7 mm. Hier wurde aber mit einem gro¨ßeren
Ru¨hrer bei ho¨heren Drehzahlen geru¨hrt.
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Abbildung 7.1: Die Gro¨ßenverteilung der Gasblasen, die in der Simulation die freie Flu¨ssigkeitso-
berfla¨che erreichen. Dargestellt ist die Ha¨ufigkeitsdichte h u¨ber dem Blasendurchmesser dBl.. Es
wurden insgesamt n = 5072 einzelne Trajektorien ausgewertet.
7.2.2.2 Blasenverweilzeitverteilung
Trotz der relativ schmalen, monomodalen Blasengro¨ßenverteilung treten in der Simulation sehr un-
terschiedliche, teilweise auffallend lange Blasenverweilzeiten auf. Abbildung 7.2 zeigt einen kleinen
Ausschnitt aus der Blasenverweilzeitverteilung als Histogramm (analog zu einer Verteilungsdich-
tekurve). Die ho¨chsten (in der Simulation) gefundenden Verweilzeiten lagen bei 17 Sekunden. Die
gesamte Verteilung ist in Abbildung 7.3 als Verteilungssummenkurve dargestellt.
7.2.2.3 Literaturvergleich
Popovic et al. (1983) [247] haben experimentell die Verweilzeitverteilung von Gasblasen in
geru¨hrten Flu¨ssigkeiten untersucht. Sie fanden heraus, daß die Verweilzeitverteilung in du¨nnflu¨ssi-
gen Medien ziemlich genau einem einfachen Ersatzmodell entspricht. Dieses besteht aus einer
Verzo¨gerungsstrecke (Totzeitelement, Stro¨mungsrohr) und einem kontinuierlich durchflossenen,
ideal durchmischten Beha¨lter (Verzo¨gerungsglied PT1 erster Ordnung) in einer Serienschaltung.
Die Autoren trugen Meßdaten fu¨r Verweilzeitverteilungen graphisch auf, indem als Abszisse
die Verweilzeit und als Ordinate der (natu¨rliche) Logarithmus desjenigen Anteils der Gasphase
diente, der mindestens die jeweilige Verweilzeit im Reaktor erreicht. Dies entspricht, ausgehend
von der Verteilungssummenfunktion H, dem Ausdruck ln(1−H). Gema¨ß dem Modell ergibt sich
im Bild eine abfallende Gerade; ihr Beginn (1 −H = 1) liegt dort, wo gerade die Verweilzeit des
Totzeitelementes im Ersatzmodell erreicht ist.
Eine entsprechende Auftragung der Blasenverweilzeitdaten aus der Stro¨mungssimulation ist in
Abbildung 7.4 (Seite 151) zu sehen. (Die Kurve oben rechts ist eine dreifache Vergro¨ßerung der
anderen Auftragung, sie ist mit den Skalen rechts und oben zu lesen.) Zusa¨tzlich ist mit jeder
Auftragung eine du¨nne Linie eingezeichnet, die die Verweilzeitverteilung eines ideal durchmischten
Beha¨lters darstellt. Die Zeitkonstante τ˜ wurde hierfu¨r an die Daten der Simulation angepaßt; sie
150 KAPITEL 7. SIMULATIONSERGEBNISSE
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
h = 1n · dndτBl.
s−1
τBl.
s
Abbildung 7.2: Die Verteilung der in der Simulation gefundenen Blasenverweilzeiten. Dargestellt
ist die Ha¨ufigkeitsdichte h u¨ber der Blasenverweilzeit τBl.. (Es wurden insgesamt n = 5072 einzelne
Trajektorien ausgewertet.)
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Abbildung 7.3: Die Verteilung der in der Simulation gefundenen Blasenverweilzeiten. Dargestellt
ist die Ha¨ufigkeitssumme H u¨ber der Blasenverweilzeit τBl. (logarithmisch geteilt). (Es wurden
insgesamt n = 5072 einzelne Trajektorien ausgewertet.)
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Abbildung 7.4: Die Blasenverweilzeitverteilung in der Simulation, aufgetragen gema¨ß Popovic et
al. (1983) [247]. H ist die Summenfunktion der Verteilung (vgl. Abbildung 7.3). Die Daten sind
zweimal eingetragen; die Kurve rechts oben ist eine dreifache Vergro¨ßerung der anderen Auftra-
gung, sie ist mit den Skalen rechts und oben zu lesen. Mit beiden Auftragungen ist (als du¨nne
Linie) die Verweilzeitverteilung eines ideal durchmischten Beha¨lters (Verzo¨gerungsglied PT1 erster
Ordnung) eingezeichnet.
betra¨gt 3,6 Sekunden, was genau der mittleren Verweilzeit entspricht. (Bei der mittleren Verweilzeit
τ˜ betra¨gt der Wert auf der Ordinate genau -1.)
7.2.2.4 Beurteilung
Der Vergleich im vorigen Abschnitt zeigt, daß das Verhalten der Gasphase in der Simulation ziem-
lich genau einem ideal durchmischten Beha¨lter entspricht. Genau dieses Ergebnis ist experimentell
fu¨r die Begasung niederviskoser, newtonscher Medien gefunden worden. Die zitierten Autoren (Po-
povic et al., 1983 [247]) arbeiten mit einem Modell, daß zusa¨tzlich ein Totzeitelement entha¨lt. Sie
weisen aber auf eine hohe Meßunsicherheit bezu¨glich der Totzeit hin, weil Stro¨mungsverweilzeiten
im Gasweg der Meßapparatur nicht genau bekannt waren.
Im Bereich kleinster Verweilzeiten zeigt sich natu¨rlich eine Abweichung vom ideal durchmisch-
ten Beha¨lter; auch die schnellsten Blasen brauchen eine Gewisse Zeit zur Durchquerung des Flu¨ssig-
keitsvolumens. Die Form der Abweichung in der graphischen Auftragung a¨hnelt solchen Ergebnis-
sen, die die oben zitierten Autoren fu¨r eine ho¨herviskose, nichtnewtonsche Fermentationsbru¨he
(Penicillium chrysogenum) gemessen haben [247]; ihr Ausmaß ist aber viel geringer.
7.2.2.5 Diskussion
Simulation und Literaturdaten zeigen, daß teilweise sehr lange Verweilzeiten einzelner Gasblasen
auftreten. Das fu¨hrt zu einer breiten Verteilung der Gasblasenzusammensetzung (Sauerstoffanteil)
an jedem Punkt im Reaktor. Vereinfachende Annahmen, wie sie fu¨r integrale βla-Bestimmungen
i.d.R. gemacht werden, verlieren dabei ihren Sinn.
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Tabelle 7.1: Die simulierten Gelo¨stsauerstoffkonzentrationen an den Positionen der vier Sauerstoff-
sonden (in der Einheit:
”
% Luftsa¨ttigung“). Die zugeho¨rigen Meßwerte finden sich in Tabelle 6.6
auf Seite 140.
Sonde Oberfla¨chenbegasung Blasenbegasung
1 3,8 3,15
2 0,065 0,0
3 0,41 0,61
4 0,23 0,49
Simulationen, die die disperse Gasphase als ein Kontinuum ansehen (Euler/Euler- und
andere Kontinuumsmodelle fu¨r Mehrphasenstro¨mungen), erlauben an jedem Ort im Reaktor (Bi-
lanzkontrollvolumen) nur eine einheitliche Zusammensetzung der Gasphase. Die besonderen Trans-
portvorga¨nge auf Grund der breiten Verteilung des Sauerstofffgehaltes der Gasblasen bleiben dabei
unberu¨cksichtigt.
Das in dieser Arbeit verwendete Euler/Lagrange-Modell erlaubt, daß sich in einem klei-
nen Bereich eines Reaktors (Bilanzkontrollvolumen) verschiedene Blasen sehr unterschiedlichen
Alters gleichzeitig aufhalten ko¨nnen. Diese besitzen dann auch sehr unterschiedliche Sauerstoffan-
teile. Die daraus resultierenden Stoffaustausch- und -transportvorga¨nge ko¨nnen somit (nur) vom
Euler/Lagrange-Modell realistisch abgebildet werden.
7.2.3 Konzentrationsprofile
Im folgenden werden, in graphischen Darstellungen, die vorausgesagten Raumprofile fu¨r die
Gelo¨stsauerstoffkonzentration (und andere Gro¨ßen) in verschiedenen Situationen gezeigt.
In jeder Simulation wurde die maximale Sauerstoffaufnahmerate der Kultur (Pro-
dukt aus Biomassekonzentration und spezifischer maximaler Sauerstoffaufnahmerate) so einge-
stellt, daß sich die gemessene globale (
”
integrale“) Sauerstoffverbrauchsrate ergab. Die
Werte fu¨r die globalen Sauerstoffaufnahmeraten sind in Abschnitt 6.8.3.3 auf Seite 140 angegeben.
Jede Darstellung zeigt Farbschattierungen auf drei Schnittfla¨chen im Simulationsgebiet. Die-
se drei Fla¨chen sind in Abbildung 6.8 (Seite 138) dargestellt, wo auch die Positionen der vier
faseroptischen Sauerstoffsensoren eingezeichnet sind.
7.2.3.1 Oberfla¨chenbegasung
Zuna¨chst wurde der experimentell untersuchte Fall der Oberfla¨chenbegasung simuliert. Die vor-
ausgesagten Sauerstoffkonzentrationen in der Flu¨ssigkeit sind in Abbildung 7.5 dargestellt. Fu¨r
die vier Meßpositionen ergeben sich aus der Simulation die Sauerstoffkonzentrationen, die in Ta-
belle 7.1 in der linken Spalte aufgelistet sind.
Beurteilung Der Vergleich mit den Meßwerten (Tabelle 6.6, auf Seite 140) zeigt, daß die Form
des ra¨umlichen Konzentrationsprofiles von der Simulation gut wiedergegeben wird. Die Abweichun-
gen sind, relativ gesehen, klein, und die Richtung der Konzentrationsgradienten ist durchgehend
korrekt. Die Abweichungen liegen nahe der Gro¨ßenordnung des anzunehmenden Fehlers bei der
Messung. Die Simulation ist also in der Lage, die ra¨umliche Verteilung der Gelo¨stsauerstoffkon-
zentration im Reaktor bei Oberfla¨chenbegasung vorauszusagen.
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Abbildung 7.5: Das Sauerstoffkonzentrationsprofil in der Flu¨ssigkeit, das von der Simulation
fu¨r den Fall reiner Oberfla¨chenbegasung vorausgesagt wurde. (Abbildung 6.8 auf Seite 138
veranschaulicht die Lage der dargestellten Farbfla¨chen im Reaktor.) Die Farbskala entspricht genau
derjenigen in Abbildung E.1 (Seite 209); die gezeigten Werte liegen hier zwischen 0% LS und
1,5% LS (Luftsa¨ttigung). (Die mittlere Sauerstoffu¨bertragungs- und -verbrauchsrate betra¨gt 18 µgl·s .)
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Eine Abweichung, die deutlich u¨ber dem Meßfehler liegt, fa¨llt fu¨r Meßposition 1, also unmit-
telbar unter der freien Oberfla¨che, auf. Hier zeigt sich, daß die Wahl dieser Meßposition nicht
sehr glu¨cklich war: Sie liegt innerhalb eines steilen ra¨umlichen Gradienten, der innerhalb weniger
Millimeter von Sauerstoffsa¨ttigung (unmittelbar an der Flu¨ssigkeitsoberfla¨che) auf wenige Prozent
dieses Wertes abfa¨llt. Da der Flu¨ssigkeitsspiegel beim Ru¨hren außerdem in sta¨ndiger Auf- und
Abbewegung ist, ist es unmo¨glich, die Meßposition und eine (ausgewa¨hlte) Berechnungsstu¨tzstelle
genau an demselben Ort (bezu¨glich Ru¨hrergeometrie und Flu¨ssigkeitsoberfla¨che) anzuordnen.
Sauerstoffaufnahmerate Abbildung 7.6 zeigt abschließend, in relativen Einheiten, die ra¨umli-
che Verteilung der lokalen Sauerstoffaufnahmerate, mit der die Mikroorganismen in der Simulation
den Sauerstoff aufnehmen und verbrauchen. Hierbei wird, wie in Abschnitt 5.4.6 (Seite 116) be-
schrieben, eine Sauerstoffaufnahmekinetik nach Monod angenommen, wobei die Konzentration
halbmaximaler Aufnahmerate 0,5% Luftsa¨ttigung entspricht (Abschnitt 7.1.4, auf Seite 147). Man
sieht deutlich, wie in weiten Teilen des Reaktors erheblicher Sauerstoffmangel zum Erliegen der
Sauerstoffaufnahme (und des aeroben Stoffwechsels) fu¨hrt.
7.2.3.2 Blasenbegasung
Nachdem die Simulation (und die verwendeten Parameter) fu¨r die Oberfla¨chenbegasung validiert
waren, wurde die Simulation um die Blasenbegasung und ihre Auswirkungen erweitert. Gleich-
zeitig wurde die Sauerstoffaufnahmerate der simulierten Bakteriensuspension entsprechend den
Meßergebnissen aus der Fermentation erho¨ht, um wieder genau den experimentell untersuchten
Prozeßzustand zu simulieren.
Abbildung 7.7 (Seite 156) zeigt das vorausgesagte Profil fu¨r den gelo¨sten Sauerstoff. Der Wer-
tebereich fu¨r die dargestellten Konzentrationen ist identisch mit dem in Abbildung 7.5 fu¨r die reine
Oberfla¨chenbegasung.
Aus der Simulation ergeben sich Konzentrationswerte an den vier Meßpositionen, die in Ta-
belle 7.1 (Seite 152) in der rechten Spalte aufgefu¨hrt sind. Die gemessenen Vergleichswerte stehen
in Tabelle 6.6 auf Seite 140.
Die Simulation gibt korrekt wieder, daß die Sauerstoffkonzentration am Boden des Reaktors
jetzt trotz der Blasenbegasung geringer ist als im Fall reiner Oberfla¨chenbegasung. Das liegt daran,
daß im Falle der Blasenbegasung (auch im Experiment) die spezifische Sauerstoffverbrauchsrate
erheblich ho¨her war.
Meßposition 1. Die gemessene Gelo¨stsauerstoffkonzentration achsnah an der freien Flu¨ssigkeit-
soberfla¨che (Meßposition 1) ist aber wiederum viel ho¨her als in der Simulation. Hier gilt zuna¨chst
wieder, wie oben festgestellt, daß diese Meßposition nicht sehr glu¨cklich gewa¨hlt war, weil sie in
einem steilen ra¨umlichen Gradienten liegt.
Weiterhin ist denkbar, daß sich (in der Realita¨t) unter der freien Flu¨ssigkeitsoberfla¨che beson-
ders viele Gasblasen gesammelt haben. Durch die Substanzen, die die Blasenkoaleszenz behindern
(Salze, Tenside), ist vermutlich auch die schlußendliche Verschmelzung von Blasen mit der frei-
en Flu¨ssigkeitsoberfla¨che behindert bzw. verzo¨gert. Dieser Effekt wird in der Simulation nicht
beru¨cksichtigt.
Meßpositionen 3 & 4. Die Differenz der vorausgesagten Sauerstoffkonzentrationen an den
Meßpositionen 3 und 4 ist deutlich geringer als im Experiment; dort ist der Wert der oberen
Meßstelle (3) um eine gro¨ßere Differenz ho¨her (gegenu¨ber der unteren Meßstelle [4]) als in der
Simulation.
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Abbildung 7.6: Das vorausgesagte (ra¨umliche) Profil fu¨r die (relative) Sauerstoffaufnahmerate,
das von der Simulation fu¨r den Fall reiner Oberfla¨chenbegasung vorausgesagt wurde. (Abbil-
dung 6.8 auf Seite 138 veranschaulicht die Lage der dargestellten Farbfla¨chen im Reaktor.) Die
Farbskala entspricht genau derjenigen in Abbildung E.1 (Seite 209); die gezeigten Werte liegen
hier zwischen 0 µgl·s und 140
µg
l·s . Die mittlere Sauerstoffu¨bertragungs- und -verbrauchsrate betra¨gt
18 µgl·s .
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Abbildung 7.7: Das Sauerstoffkonzentrationsprofil in der Flu¨ssigkeit, das von der Simulation
fu¨r den Fall voller Oberfla¨chen- und Blasenbegasung vorausgesagt wurde. (Abbildung 6.8
auf Seite 138 veranschaulicht die Lage der dargestellten Farbfla¨chen im Reaktor.) Die Farbskala
entspricht derjenigen in Abbildung E.1 (Seite 209); die gezeigten Werte liegen hier zwischen 0% LS
und 1,5% LS (Luftsa¨ttigung). (Die mittlere Sauerstoffu¨bertragungs- und -verbrauchsrate betra¨gt 114 µgl·s .)
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Abbildung 7.8: Ra¨umliche Darstellung aller derjenigen Orte, an denen der lokale Gasvolumenanteil
den Wert εg = 3·εg = 3·2,26% = 6,78% u¨berschreitet. Diskussion im Text (Abschnitt 7.2.3.3).
Die Stro¨mungssimulation vernachla¨ssigt den Einfluß der aufsteigenden Gasblasen auf die
Stro¨mung der Flu¨ssigkeit (entkoppelte Simulation nach Euler/Lagrange). In der Realita¨t geben
die aufsteigenden Blasen der radialen Stro¨mung, die vom Ru¨hrer kommt, eine aufwa¨rtsgerichtete
Komponente. Das wiederum gibt den aufsteigenden Blasen eine ho¨here Absolutgeschwindigkeit
in vertikaler Richtung, so daß bei der Aufspaltung der radialen Stro¨mung im Ru¨hrerauswurf ein
gro¨ßerer Anteil der Luftblasen den aufwa¨rts gerichteten Weg einschla¨gt.
Da die Flu¨ssigkeitsstro¨mung (zur korrekten Vorhersage der Turbulenzdaten an dem ungewo¨hn-
lich großen Ru¨hrer) instationa¨r berechnet werden sollte, war die Entkopplung eine unumga¨ngli-
che Einschra¨nkung.8 In Zukunft wird aber die voll instationa¨re Stro¨mungssimulation nach Eu-
ler/Lagrange mo¨glich sein; hier liegt also ein großes Potential zur Verbesserung des entwickelten
Modelles.
7.2.3.3 Gasverteilung
Abbildung 7.8 zeigt, als dreidimensionale Freiformoberfla¨chen, wo die ho¨chsten lokalen Gasvolu-
menanteile auftreten. Die dargestellten Oberfla¨chen verbinden alle Punkte, an denen der lokale
Gasvolumenanteil dreimal so hoch ist wie der mittlere Gasvolumenanteil in der Simulation. Letz-
terer hat den Wert εg = 2,26%.
Es ist deutlich zu sehen, daß hohe Gasvolumenanteile an folgende Stellen auftreten:
8Auch eine pseudostationa¨re Stro¨mungsberechnung mit voller (bidirektionaler) Kopplung zwischen den Phasen
ha¨tte erhebliche Eingriffe in das Simulationsprogramm erfordert. Diese Notwendigkeit ergibt sich aus der (ausschließ-
lich) in Ru¨hrerna¨he relativen Formulierung der Blasentrajektorien.
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• Direkt u¨ber dem Begaserring;
• unter der Nabe des Ru¨hrers;
• unter dem Stro¨mungsbrecher;
• stellenweise unter der Ru¨hrerscheibe;
• im Stro¨mungsschatten (Unterdruckseite) hinter den Ru¨hrerbla¨ttern.
Der letzte Punkt verdient hier besondere Beachtung. An der genannten Stelle bilden sich na¨mlich in
geru¨hrten, begasten Systemen bekanntermaßen sehr leicht gro¨ßere Gaskavita¨ten aus. Sie bewegen
sich, ortsfest bezu¨glich des Ru¨hrers, mit diesem und u¨ben erheblichen Einfluß auf die Stro¨mung
aus, die vom Ru¨hrer produziert wird.
Die lokale Ha¨ufung von Gasblasen hinter den Ru¨hrerbla¨ttern hat zwei Ursachen:
1. Die Stro¨mung verla¨uft in Ru¨hrerna¨he so, daß viele Blasen den radialen Weg entlang der
Unterdruckseite des Ru¨hrerblattes nehmen [307].
2. Die Stro¨mung hinter dem Ru¨hrerblatt ist so geartet, daß viele Blasen hier nahezu zum
Stillstand kommen. Wa¨hrend ihrer langen Verweilzeit ko¨nnen sie leicht mit anderen Blasen in
Kontakt kommen, die in ihre Na¨he transportiert werden. Bei hinreichend langer, ungesto¨rter
Kontaktzeit ko¨nnen sie – trotz Koaleszenzhemmung – miteinander koaleszieren, so daß es
zur Ausbildung der erwa¨hnten Gaskavita¨ten kommt.
Die Untersuchung zahlreicher Blasentrajektorien in der Simulation zeigt, daß diese beiden
Pha¨nomene genau vom Modell beschrieben werden: Viele Trajektorien gehen durch den Stro¨mungs-
schatten hinter den Ru¨hrerbla¨ttern, und sie haben dabei im Bereich hinter dem Ru¨hrerblatt sehr
geringe (relative) Geschwindigkeiten. Das Euler/Lagrange-Modell gibt also – mit den hier ein-
gefu¨hrten Modifikationen (s. Abschnitt 5.3, auf Seite 99) – ein realistisches Bild von der detaillierten
Gas-Flu¨ssigkeits-Stro¨mung am Ru¨hrorgan.
7.2.4 Zusammenfassung
Dieser Abschnitt zeigt, wie das aufgestellte numerische Modell an Hand von ausgewa¨hlten Si-
mulationsergebnissen mit Literaturwerten und experimentellen Daten validiert wurde. Neben den
ermittelten Modellparametern (vgl. die Zusammenfassung in Abschnitt 7.1.5, auf Seite 147) stehen
Blasengro¨ßen- und -verweilzeitverteilungen aus den Simulationen zur Verfu¨gung. Der Vergleich mit
Literaturwerten beweist in beiden Fa¨llen eine große Realtita¨tsna¨he der Modellvoraussagen (Ab-
schnitte 7.2.2.1 [S. 148] und 7.2.2.3 [S. 149]).
Weiterhin wurden vorausgesagte Profile der Gelo¨stsauerstoffkonzentration mit lokalen Meß-
werten aus eigenen Messungen verglichen. Fu¨r den Fall reiner Oberfla¨chenbegasung wurde gute
U¨bereinstimmung gefunden. Bei zusa¨tzlicher Blasenbegasung zeigen sich gewisse quantitative Feh-
ler in den (qualitativ korrekten) Simulationsergebnissen. Diese sind mit großer Wahrscheinlichkeit
darauf zuru¨ckzufu¨hren, daß das Modell die Auswirkungen der dispersen Gasphasenstro¨mung auf
das Stro¨mungsfeld der Flu¨ssigkeitsstro¨mung vernachla¨ssigt. Dies la¨ßt sich in Zukunft mit der mitt-
lerweile verfu¨gbaren Simulationssoftware beheben.9
9FLUENT ist inzwischen in der Version 5.5 auf dem Markt, die neben der Verwendung unstrukturierter Netze und
unza¨hligen anderen Optionen auch eine voll instationa¨re Trajektorienberechnung in einer instationa¨ren Stro¨mungs-
simulation erlaubt.
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Abbildung 7.9: Mischzeitbestimmung in der numerischen Simulation fu¨r den verwendeten Ver-
suchsreaktor, bei einer Ru¨hrerdrehzahl von 180 Upm. Nach einer
”
numerischen“ Spurstoffzugabe
wurde an den folgenden zwei Positionen der Konzentrationsverlauf u¨ber der Zeit aufgetragen:
(1.) 4 cm unter der Oberfla¨che, nahe der Reaktorwand (zwischen zwei Schikanen) und (2.) kurz
unterhalb einer der Schikanen (Stro¨mungsbrecher).
7.3 Modellvoraussagen
Im folgenden soll gezeigt werden, welchen weiteren Nutzen man aus der Anwendung der numeri-
schen Simulation mit dem in dieser Arbeit entwickelten Modell ziehen kann.
Zuerst wird in verschiedenen Beispielen demonstriert, welche Voraussagen das Modell u¨ber
Prozesse in bisher nicht existierenden (und nicht untersuchten) Reaktoren treffen kann. Dazu
wurden einige Variationsrechnungen durchgefu¨hrt, die jeweils von den experimentell untersuchten
Fermentationszusta¨nden ausgehen. Die beispielhaft dargestellten Simulationsergebnisse werden im
Sinne einer weiteren Validierung einigen U¨berpru¨fungen unterzogen.
Außerdem werden (in Abschnitt 7.4, auf Seite 171) einige weitergehende Modellaussagen vor-
gestellt, die es ermo¨glichen, aus der Simulation genaue Angaben daru¨ber abzuleiten, welchen Um-
gebungseinflu¨ssen ein Biokatalysator (Mikroorganismus) in einem simulierten Reaktor (existierend
oder noch hypothetisch) ausgesetzt ist.
7.3.1 Mischzeiten
Das hier entwickelte Modell soll als Vorhersagewerkzeug bei der Maßstabsvergro¨ßerung verstan-
den werden. Dabei ermo¨glicht es insbesondere die Vorhersage der Inhomogenita¨ten in (begasten)
Ru¨hrkesselreaktoren.
Eine klassische Methode, die Homogenita¨t in Ru¨hrkesselreaktoren zu quantifizieren, ist die Mes-
sung von Mischzeiten. Dies wurde deswegen auch mit der numerischen Simulation nachempfunden.
Die stoßartige Zugabe eines Spurstoffes wurde dargestellt, indem in einem kleinen Teilvolumen ei-
ne hohe Konzentration eines Spurstoffes vorgegeben wurde; das restliche Volumen enthielt den
Spurstoff nicht. Von diesem Zustand ausgehend wurden sieben Sekunden Echtzeit simuliert.
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Abbildung 7.10: Mischzeitbestimmung in der numerischen Simulation fu¨r den auf 100-faches Vo-
lumen maßstabsvergro¨ßerten Reaktor mit einer Ru¨hrerdrehzahl von 64,7 Upm (konstanter spe-
zifischer Leistungseintrag). Nach einer
”
numerischen“ Spurstoffzugabe wurde an den folgenden
zwei Positionen der Konzentrationsverlauf u¨ber der Zeit aufgetragen: (1.) ca. 18 cm unter der
Oberfla¨che, nahe der Reaktorwand (zwischen zwei Schikanen) und (2.) kurz unterhalb einer der
Schikanen (Stro¨mungsbrecher).
Die beschriebene Simulation wurde einmal fu¨r den experimentell untersuchten Reaktor bei der
verwendeten Drehzahl von 180 Upm ausgefu¨hrt, und einmal fu¨r einen (hypothetischen) 100-fach
vergro¨ßerten Reaktor bei einer Drehzahl von 64,7 Upm (konstanter spezifischer Leistungseintrag).
Es wurde jeweils an zwei Positionen der Verlauf der lokalen Konzentration des Spurstoffes u¨ber der
Zeit verfolgt; die Ergebnisse sind in den Abbildungen 7.9 (Originalreaktor) und 7.10 (100-faches
Volumen; auf Seite 160) graphisch dargestellt.
Man erkennt unmittelbar, daß der Vermischungsvorgang im gro¨ßeren Reaktor erheblich lang-
samer vonstatten geht; die Verla¨ufe haben große A¨hnlichkeit miteinander, wobei derjenige im
großen Reaktor ungefa¨hr um den Faktor 2,8 gegenu¨ber dem anderen zeitlich gedehnt ist. Dement-
sprechend werden fu¨r den großen Reaktor um den Faktor 2,8 gro¨ßere Mischzeiten vorausgesagt.
An den Oszillationen der u¨berschwingenden Kurve la¨ßt sich auch eine ungefa¨hre Zirkulationszeit
ablesen; diese ist ebenfalls im gro¨ßeren Reaktor um den genannten Faktor gro¨ßer.
Basierend auf der Kolmogorovschen Theorie isotroper Turbulenz wurde in experimentell
besta¨tigten Korrelationen festgehalten, daß die Mischzeit in geometrisch a¨hnlichen Systemen um-
gekehrt proportional zur Ru¨hrerdrehzahl ist [150]:
tm ∼ n−1 (7.3 - 7)
Das Verha¨ltnis der hier verwendeten Ru¨hrerdrehzahlen (180 Upm und 64,7 Upm) betra¨gt 2,78 –
die Simulationsergebnisse besta¨tigen also sehr genau die anerkannten Literaturkorrelationen!
Der Vorteil der numerischen Simulation gegenu¨ber Korrelationen besteht nun darin, daß
die Einschra¨nkung ”in geometrisch a¨hnlichen Systemen“ fallengelassen werden kann – mit der
numerischen Stro¨mungssimulation und direkter geometrischer Ru¨hrersimulation ko¨nnen belie-
7.3. MODELLVORAUSSAGEN 161
Tabelle 7.2: Voraussagen des Modells fu¨r die Drehzahlvariation des Ru¨hrers. Aufgelistet sind die
volumengemittelte Konzentration pO2 an gelo¨stem Sauerstoff, der mittlere Gasvolumenanteil εg
und die normierte Sauerstoffu¨bertragungsrate (OTR) – na¨heres dazu im Text (Abschnitt 7.3.2.1).
n
Upm
pO2
%LSa
εg
%b
OTR
s−1
OTRObfl
s−1 (s. Text)
100 0,094 0,87 0,00375 0,00199
180 0,413 2,26 0,0163 0,00267
324 0,737 10,1 0,0293 0,00356
aLS = Luftsa¨ttigung
bVolumenanteil, in Prozent
bige Ru¨hrer- und Beha¨ltergeometrien mit derselben gerade bewiesenen Genauigkeit behandelt
werden.
7.3.2 Drehzahlvariation
Die na¨chste rechnerische Variation bestand darin, daß die Drehzahl – ausgehend vom experimentell
untersuchten Reaktor und Betriebszustand – jeweils um den Faktor 1,8 erniedrigt und erho¨ht wur-
de. Die Geometrie des Reaktors wurde dabei vollsta¨ndig beibehalten. Es wurden jeweils Zusta¨nde
mit reiner Oberfla¨chenbegasung und mit vollsta¨ndiger Oberfla¨chen- und Blasenbegasung unter-
sucht; jedesmal wurden getrennt die Sauerstoffu¨bertragungsraten (OTR) fu¨r die freie Oberfla¨che
und das Gesamtsystem (Oberfla¨che und disperse Gasblasen) ermittelt.
7.3.2.1 Ergebnisse
Tabelle 7.2 gibt fu¨r jede der drei Drehzahlen die volumengemittelte Sauerstoffkonzentration pO2 ,
den mittleren Gasvolumenanteil εg und die volumengemittelte Sauerstoffu¨bertragungsrate OTR
an. Letztere ist jeweils identisch mit der (ebenfalls volumengemittelten) Sauerstoffaufnahmerate
OUR.10 Sie wird hier in der Einheit s−1 angegeben, weil sie auf die Sa¨ttigungskonzentration
fu¨r Gelo¨stsauerstoff (7 mgl ) bezogen (normiert) wird.
11 (Multipliziert man OTR (oder OUR) mit
diesem Wert (7 mgl ), erha¨lt man die volumetrische Sauerstoffu¨bertragungs- und -verbrauchsrate in
der Einheit mgl·s .) Zusa¨tzlich ist diejenige OTR angegeben, die durch die freie Oberfla¨che vermittelt
wird.
Auswertung der Zahlenwerte. Die aufgelisteten Zahlenwerte sind in Abbildung 7.11 gra-
phisch aufgetragen. Auf der Abszisse ist die dritte Potenz der Ru¨hrerdrehzahl aufgetragen, weil
dieser Wert direkt proportional zum Leistungseintrag des Ru¨hrers ist. Qualitativ ist zu erkennen,
daß die Sauerstoffu¨bertragungsrate OTR (∼ βla, s. o.) und der relative Gasvolumenanteil εg mit
der Ru¨hrerdrehzahl steigen. Dies liegt im wesentlichen daran, daß der schneller rotierende Ru¨hrer
mit mehr Turbulenz und Scherkra¨ften die Blasen in kleinere Fragmente zerteilt, die dann eine
10Globales Gleichgewicht zwischen Sauerstoffeintrag und -verbrauch; die Konzentration bleibt jeweils zeitlich kon-
stant. Lokal treten Unterschiede zwischen OTR und OUR auf, die aber vom Stofftransport niedergehalten werden.
11Wenn die Gelo¨stsauerstoffkonzentration im Reaktor nahe Null ist, so sind der volumetrische Stoffaustauschkoef-
fizient βla und diese normierte Sauerstoffu¨bertragungsrate OTR na¨herungsweise identisch [vgl. Gleichung 2.3 - 12,
auf Seite 22]. Die in der Tabelle angegebenen Wert (in s−1) ko¨nnen also na¨herungsweise als βla-Werte angesehen
werden.
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Abbildung 7.11: Die Abha¨ngigkeiten von Gasvolumenanteil εg und Sauerstoffu¨bertragungsrate
OTR ∼ βla von der Drehzahl, wie sie von der Simulation vorausgesagt werden. Die dargestellten
Zahlenwerte sind in Tabelle 7.2 aufgelistet. (Einzelheiten und Diskussion in Abschnitt 7.3.2.2
und 7.3.2.3.)
∗Sauerstoffu¨bertragungsrate, normiert auf die Lo¨slichkeit
†Vgl. Gleichung 7.3 - 8, auf Seite 165
geringere Aufstiegsgeschwindigkeit haben und deswegen erheblich la¨nger im Flu¨ssigkeitsvolumen
zirkulieren, bevor sie die freie Flu¨ssigkeitsoberfla¨che erreichen.
Abbildung 7.12 zeigt das vorausgesagte (stationa¨re) Konzentrationsprofil fu¨r Gelo¨stsauerstoff
bei der reduzierten Drehzahl von 100 Upm. Abbildung 7.13 auf Seite 164 zeigt das (stationa¨re)
Konzentrationsprofil fu¨r die erho¨hte Drehzahl von 324 Upm. Die Darstellungen sind jeweils mit
Abbildung 7.7 (Seite 156) zu vergleichen. (Dabei sind die teilweise unterschiedlichen Wertebereiche
fu¨r pO2 zu beachten!)
Auswertung der Konzentrationsprofile. In den drei Darstellungen sind, zusa¨tzlich zu den
bereits genannten Beobachtungen an Hand der globalen Zahlen, folgende Trends zu sehen:
• Bei geringer Drehzahl zirkulieren immer weniger Blasen im unteren Teil des Reaktors; Gasvo-
lumenanteil und Gelo¨stsauerstoffkonzentration entwickeln ausgepra¨gte vertikale Gradienten.
• Bei hoher Drehzahl werden die ra¨umlichen Verteilungen erheblich homogener, die Gradienten
schrumpfen zusammen.
7.3.2.2 Diskussion
Bei allen simulierten Drehzahlen lag die mittlere Gelo¨stsauerstoffkonzentration pO2 unter 1% LS
(Luftsa¨ttigung). Gema¨ß der Einfu¨hrung der (auf die Lo¨slichkeit) normierten OTR im vorigen
Abschnitt (s. dort, Fußnote 11 [S. 161]) sind daher die (normierte) Sauerstoffu¨bertragungsrate
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Abbildung 7.12: Das Konzentrationsprofil fu¨r Gelo¨stsauerstoff, wie es vorausgesagt wird, wenn,
ausgehend von der dargestellten Simulation in Abbildung 7.7 (Seite 156), die Ru¨hrerdrehzahl
von 180 Upm auf 100 Upm gesenkt wird. (Abbildung 6.8 auf Seite 138 veranschaulicht die Lage
der dargestellten Farbfla¨chen im Reaktor.) Die Farbskala entspricht derjenigen in Abbildung E.1
(Seite 209); die gezeigten Werte liegen hier zwischen pO2 = 0% LS (Luftsa¨ttigung) und pO2 =
= 0,3% LS.
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Abbildung 7.13: Das Konzentrationsprofil fu¨r Gelo¨stsauerstoff, wie es vorausgesagt wird, wenn,
ausgehend von der dargestellten Simulation in Abbildung 7.7 (Seite 156), die Ru¨hrerdrehzahl
von 180 Upm auf 324 Upm erho¨ht wird. (Abbildung 6.8 auf Seite 138 veranschaulicht die Lage
der dargestellten Farbfla¨chen im Reaktor.) Die Farbskala entspricht derjenigen in Abbildung E.1
(Seite 209); die gezeigten Werte liegen hier zwischen pO2 = 0% LS (Luftsa¨ttigung) und pO2 =
= 1,5% LS.
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OTR und der volumetrische Stoffu¨bergangskoeffizient βla na¨herungsweise identisch. Die OTR
muß also hier den Gesetzen fu¨r den βla folgen.
In voll turbulentem Betrieb des Ru¨hrers ist der Leistungseintrag des Ru¨hrers proportional
zur dritten Potenz der Drehzahl (PV ∼ n3; s. Gleichung 2.1 - 2, auf Seite 13). In Abbildung 7.11
(Seite 162) ist deswegen die jeweils gemessene OTR (proportional zu βla) u¨ber n3 ∼ PV aufgetragen.
In der Literatur wird die Abha¨ngigkeit des volumetrischen Stoffaustauschkoeffizienten βla von der
Ru¨hrerleistung folgendermaßen formuliert:
βla ∼
(
P
V
)b
(7.3 - 8)
Der Exponent b hat hierbei in koaleszenzhemmenden Medien (Salzlo¨sungen) Werte nahe 0,7 [121,
277]; fu¨r reines Wasser wurden kleinere Werte (0,4) gefunden. Die Ausgleichsgerade fu¨r die Simu-
lationsergebnisse hat eine Steigung von 0,58 (vgl. Abbildung 7.11, auf Seite 162).
Das hier entwickelte Modell kennt keine Koaleszenz; der gefundene Exponent sollte deswegen,
entsprechend den Literaturdaten, na¨her an 0,7 liegen. Hierauf wird im folgenden Abschnitt noch
einmal eingegangen. (Es ist außerdem unklar, wie exakt die Literaturkorrelationen den verwendeten
Reaktor [mit dem extrem großen Ru¨hrer] im untersuchten Drehzahlbereich tatsa¨chlich beschreiben
ko¨nnen.)
7.3.2.3 Freie Oberfla¨che
In Abbildung 7.11 (Seite 162) ist zusa¨tzlich der mittlere Gasvolumenanteil εg aufgetragen. Auch
hier ist eine Ausgleichsgerade angepaßt worden, wobei sich fu¨r die Steigung der Wert 0,70 ergab.
Die verfu¨gbaren Literaturwerte fu¨r diesen Exponenten liegen verstreut zwischen 0,2 und 1,1 [310,
30, 325], weshalb sich ein genauerer Vergleich eru¨brigt.
Es fa¨llt aber auf, daß die Steigung fu¨r den (relativen) Gasvolumenanteil εg unerwarteter Weise
ho¨her ist als diejenige fu¨r den (volumetrischen) Stoffaustauschkoeffizienten βla. Wenn der Gasvo-
lumenanteil εg (und also, bei gleichbleibender Begasungsrate V˙g, die Gasverweilzeit τg) ansteigt,
dann sollte, wegen der zusa¨tzlichen (und ursa¨chlichen) Verkleinerung der Blasen, der βla-Wert
daran gemessen u¨berproportional steigen. Die Simulation sagt hier das Gegenteil voraus. Mehrere
Erkla¨rungen bieten sich fu¨r diese Diskrepanz an:
1. Der zunehmende Gasvolumenanteil muß aus immer kleineren Gasblasen bestehen. Mo¨gli-
cherweise zirkulieren diese wesentlich la¨nger im Reaktor, als an Zeit no¨tig ist, damit sie
einen wesentlichen Anteil ihres Sauerstoffs an die Flu¨ssigkeit abgeben. Es tra¨te also eine
starke Sauerstoffverarmung der zirkulierenden, dispersen Gasphase auf, so daß der erho¨hte
Gasvolumenanteil nicht die erwartete Steigerung des βla-Wertes bewirkte. – Die Simulation
bei 324 Upm sagt fu¨r den Abgasstrom des Reaktors einen Sauerstoffanteil von u¨ber 17%
voraus; dieser Erkla¨rungsansatz kann also die erhebliche Diskrepanz nicht begru¨nden.
2. Bei kleinen Ru¨hrerdrehzahlen und damit auch kleinen Gasvolumenanteilen findet ein bedeu-
tender (relativer) Anteil des Sauerstoffeintrages nicht an den Blasen, sondern an der freien
Oberfla¨che statt. Dies zeigen eindeutig die Zahlen in der letzten Spalte in Tabelle 7.2 (Sei-
te 161). Bei der kleinsten Drehzahl kommt mehr als die Ha¨lfte des eingetragenen Sauerstoffs
direkt durch die freie Oberfla¨che; bei der ho¨chsten Drehzahl betra¨gt dieser Anteil nur noch
12%. Somit ist klar, warum der Sauerstoffeintrag nur deutlich unterproportional mit dem
Gasvolumenanteil steigt.
Unternimmt man die gleiche Auswertung der Daten und Anpassung einer Ausgleichsgerade
unter Abzug der Stoffaustauschanteile durch die freie Oberfla¨che, so ergibt sich eine Steigung
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der Ausgleichsgeraden von 0,76. Hier zeigt sich jetzt also der erwartete u¨berproportionale
Anstieg des Stoffaustausches (OTR) mit dem Gasvolumenanteil (εg).
7.3.3 Maßstabsvergro¨ßerung
Zur weiteren Charakterisierung des Modells wurde eine Maßstabsvergro¨ßerung des untersuchten
Reaktors auf das einhundertfache Volumen simuliert.
7.3.3.1 Kriterien
Fu¨r die Maßstabsvergro¨ßerung wurden verschiedene Kriterien verwendet, um Drehzahl und Gas-
volumenstrom auszuwa¨hlen:
• Drehzahl:
1. Leistungseintrag. Eine Variante ist, den Leistungseintrag des Ru¨hrers konstant zu
halten. Wenn die Definitionsgleichung fu¨r die Newtonzahl (Gleichung 2.1 - 2, auf Sei-
te 13) durch die Proportionalita¨t V ∼ d3 dividert wird, ergibt sich:
P
V
∼ d2·n3 (7.3 - 9)
Demnach ist der Ausdruck d2·n3 bei der Maßstabsvergro¨ßerung konstant zu halten [226];
das ergibt eine neue Drehzahl von knapp 65 Upm.
2. Spitzengeschwindigkeit Eine andere, gebra¨uchliche Variante der Maßstabsvergro¨ße-
rung ist, die Ru¨hrerspitzengeschwindigkeit konstant zu halten. Diese ergibt sich unmit-
telbar aus dem Produkt n·d; wenn dieses konstant zu halten ist, ergibt sich eine neue
Drehzahl von knapp 39 Upm.
• Gasvolumenstrom:
3. Volumetrische Begasungsrate Ein alte, klassische Regel fu¨r die Maßstabsvergro¨ße-
rung ist, den Gasvolumenstrom linear mit dem Flu¨ssigkeitsvolumen zu steigern. Die
Gaszufuhr in den Reaktor je Liter Fermenationsbru¨he bleibt konstant. Im vorliegenden
Fall bedeutet dies eine Verhundertfachung des Gasstromes.
4. Gasleerrohrgeschwindigkeit Geht man vom Verhalten einer Blasensa¨ule aus, so la¨ßt
die vorgenannte Methode bei der Maßstabsvergro¨ßerung ein Anwachsen des integralen
Gasgehaltes εg im Reaktor erwarten. Aus diesem Blickwinkel erscheint es wesentlich
sinnvoller, den Gasvolumenstrom nur linear mit dem horizontalen Reaktorquerschnitt
zu steigern, was einem Konstanthalten der Gasleerrohrgeschwindigkeit wg0 entspricht.
In den ausgefu¨hrten Variationsrechnungen wurden alle vier mo¨glichen Kombinationen der vorge-
nannten Kriterienpaare fu¨r die Maßstabsvergro¨ßerung untersucht. Sie sollen im nachfolgenden der
Einfachheit halber mit vier ro¨mischen Zahlen bezeichnet werden:
I. Kombination der Regeln 1 und 3 (”
P
V + vvm“) ;
II. Kombination der Regeln 1 und 4 (”
P
V + wg0“);
III. Kombination der Regeln 2 und 3 (”n·d + vvm“);
IV. Kombination der Regeln 2 und 4 (”n·d + wg0“);
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Tabelle 7.3: Voraussagen des Modells fu¨r die Maßstabsvergro¨ßerung des untersuchten Reaktors
und Prozesses. Es wurden die vier verschiedenen Kombinationen (I bis IV) der Kriterien fu¨r die
Maßstabsvergro¨ßerung verwendet, die auf Seite 166 erkla¨rt sind. Aufgelistet sind die volumen-
gemittelte Konzentration pO2 an gelo¨stem Sauerstoff, der mittlere Gasvolumenanteil εg und die
normierte Sauerstoffu¨bertragungsrate (OTR; na¨heres dazu im Text in Abschnitt 7.3.3).
Regel pO2
%LSa
εg
%b
OTR
s−1
I (PV + vvm) 1,11 8,58 0,0431
II (PV + wg0) 0,242 1,85 0,00965
III (n·d + vvm) 0,281 4,78 0,0112
IV (n·d + wg0) 0,0644 1,03 0,00261
aLS = Luftsa¨ttigung
bVolumenanteil, in Prozent
7.3.3.2 Ergebnisse
Die Ergebnisse der vier Simulationsrechnungen sind (analog zu Tabelle 7.2 [S. 161]) in Tabelle 7.3
aufgelistet. Zum Vergleich kann jeweils die mittlere Zeile (fu¨r 180 Upm) in der erstgenannten
Tabelle herangezogen werden; sie steht fu¨r den Fall, von dem ausgehend die Maßstabsvergro¨ßerung
durchgefu¨hrt wurde.
Die Simulationsergebnisse (Tabelle 7.3) sind in Abbildung 7.14 graphisch dargestellt. Es sind
jeweils Sa¨ulen fu¨r die mittlere Gelo¨stsauerstoffkonzentration pO2 , den mittleren Gasvolumenanteil
εg und die mittlere, auf die Lo¨slichkeit normierte12 Sauerstoffu¨bertragungsrate OTR gezeichnet.
Gruppe 0 steht fu¨r den Ausgangszustand (der untersuchte Reaktor bei 180 Upm); die anderen
vier Sa¨ulengruppen stehen fu¨r die vier bezeichneten Varianten der Maßstabsvergro¨ßerung (vgl.
Abschnitt 7.3.3.1).
Aus der Darstellung gehen deutlich folgende Sachverhalte hervor:
1. Die Vera¨nderung von pO2 und OTR bei der Maßstabsvergro¨ßerung (vom Ursprungszustand
ausgehend) geht jeweils um genau denselben Faktor. Das liegt daran, daß die (apparante)
Sauerstoffkonzentration halbmaximaler Verbrauchsrate fu¨r die Bakterien mit umgebender
Diffusionsbarriere (Schleimkapsel) auf 0,5% Luftsa¨ttigung festgesetzt wurde. Dadurch liegen
alle vorausgesagten Konzentrationen in einem Bereich, in dem noch ein (ungefa¨hr) linearer
Zusammenhang zwischen Konzentration und Aufnahmerate besteht.
2. Das Verha¨ltnis aus dem integralen Gasvolumenanteil εg und den vorgenannten Gro¨ßen ist
in allen vergro¨ßerten Varianten gegenu¨ber dem Ausgangszustand zu Gunsten des Gasvolu-
menanteils verschoben. Das bedeutet bei der Maßstabsvergro¨ßerung, daß fu¨r eine konstante
Sauerstoffversorgung der Kultur in jedem Fall eine Steigerung des integralen Gasgehaltes
notwendig wird.
3. Das vorgenannte Pha¨nomen ist um so sta¨rker ausgepra¨gt, je geringer in der maßstabsver-
gro¨ßerten Variante die Drehzahl ist. Es ist zu fragen, bei welcher scale-up-Regel fu¨r die
Ru¨hrerdrehzahl das Verha¨ltnis zwischen Gasgehalt und Sauerstoffeintrag konstant bleibt.
12Vgl. den Text in Abschnitt 7.3.3 sowie Fußnote 11 auf Seite 161.
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Abbildung 7.14: Die Vorhersagen, die das entwickelte Modell fu¨r die Maßstabsvergro¨ßerung des
untersuchten Prozeßzustandes auf 100-faches Volumen trifft. Gruppe 0 steht fu¨r den Ausgangs-
zustand (der beschriebene Reaktor, bei 180 Upm); die anderen vier Gruppen stehen fu¨r die vier
Kombinationen von Kriterien fu¨r die Maßstabsvergro¨ßerung, die in Abschnitt 7.3.3.1 (Seite 166)
angegeben sind. Alle Werte sind jeweils auf diejenigen des Ausgangszustandes bezogen.
In den untersuchten Fa¨llen wurde die Drehzahl n linear mit 1d (III und IV) bzw. d
− 23
(I und II) erho¨ht; die Antwort ko¨nnte also bei ungefa¨hr n ∼ 1√
d
liegen. Dies fu¨hrt zu sehr
hohen Drehzahlen und Leistungseintra¨gen; wegen der damit verbundenen Energiekosten
wird man also vorziehen, die Begasungsrate zu steigern. Hierbei ist aber Vorsicht geboten,
weil bei dieser Strategie der Abstand des geplanten Betriebszustandes zur U¨berflutungs-
grenze des Ru¨hrers u.U. massiv verringert wird (vgl. den na¨chsten Punkt).
4. Die Konstanthaltung der Ru¨hrerspitzengeschwindigkeit (III & IV) kann nur bedingt ein
brauchbares Kriterium fu¨r die Maßstabsvergro¨ßerung sein – sie erfordert eine erhebliche
Steigerung des integralen Gasvolumenanteils, was bei vielen Ru¨hrertypen sicherlich schnell
an die Belastungsgrenze fu¨r die Gasdispersion durch den Ru¨hrer fu¨hrt. (Beim U¨berschreiten
dieser Grenze setzt die sog. ”U¨berflutung“ des Ru¨hrers ein, d.h. die vertikalen Auftriebskra¨fte
des Gases u¨berwiegen die [radiale] Pumpwirkung des Ru¨hrers, und die Zirkulation im Reaktor
bricht zusammen.)
5. Die Konstanthaltung des spezifischen Ru¨hrerleistungseintrages13 (I & II) ist fu¨r die Maß-
stabsvergro¨ßerung des (mikro-) aeroben Bioprozesses besser geeignet. Bei konstanter Gas-
leerrohrgeschwindigkeit (II) wird aber nur das 0,6-fache des urspru¨nglichen volumenbezo-
genen Stoffeintrages erreicht. Bei konstanter volumetrischer Begasungsrate wird hingegen
das 2,6-fache erreicht (I); die ideale Regel zur Einstellung des Gasvolumenstromes in der
Maßstabsvergro¨ßerung liegt also zwischen diesen beiden Standpunkten.
13Vergleiche hierzu auch Abschnitt 7.3.4.
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7.3.3.3 Freie Oberfla¨che
Die gefundenen und hier diskutierten Ergebnisse stehen mit großer Wahrscheinlichkeit unter dem
Einfluß der Tatsache, daß der relative Anteil, den der Beitrag der freien Flu¨ssigkeitsoberfla¨che zum
Stoffaustausch ausmacht, stark von der absoluten Reaktorgro¨ße abha¨ngt (vgl. Abschnitt 7.3.2.3,
auf Seite 165).
Um dies zu veranschaulichen, ist in Abbildung 7.15 das vorausgesagte ra¨umliche Konzentrati-
onsprofil fu¨r die Gelo¨stsauerstoffkonzentration im maßstabsvergro¨ßerten Reaktor und Betriebszu-
stand nach Regel II (”
P
V + wg0“) wiedergegeben. In diesem Fall betra¨gt die (volumengewichtet)
gemittelte Gelo¨stsauerstoffkonzentration etwa 60% des Ursprungszustandes. Verglichen mit Abbil-
dung 7.7 (Seite 156) ist der Wertebereich der Farbskala nur halb so groß; um so mehr fallen die
weniger hohen Konzentrationswerte in der Na¨he der freien Oberfla¨che im maßstabsvergro¨ßerten
Reaktor auf.
Wendet man Regel I (”
P
V + vvm“) an, so verringert sich der Einfluß des Stoffaustauschs durch
die freie Oberfla¨che noch weiter, weil die Regel eine sta¨rkere Blasenbegasung fordert (Ergebnisse
nicht abgebildet). Dasselbe gilt sinngema¨ß auch fu¨r Regel III (”n·d + vvm“), wo gegenu¨ber dem
letztgenannten Fall eine geringere Ru¨hrerdrehzahl zu einer weiter gesteigerten Bedeutung der
Gasblasen fu¨r den Gesamtstoffaustausch fu¨hrt. (Eine Betrachtung der Regel IV [”n·d + wg0“]
eru¨brigt sich auf Grund ihrer fru¨her demonstrierten Untauglichkeit.)
Alle hier gezogenen Schlu¨sse basieren auf Ergebnissen einer Simulation; dabei darf nicht außer
Acht fallen, daß das Modell und die ausgefu¨hrten Simulationen nur na¨herungsweise die Realita¨t
repra¨sentieren ko¨nnen. Dies soll im na¨chsten Abschnitt noch etwas na¨her untersucht werden.
7.3.4 Leistungseintrag
Die Varianten I und II (auf Seite 166) stehen fu¨r eine Konstanthaltung des spezifischen Leistungs-
eintrages durch den Ru¨hrer. Die Voraussagen der Simulationen ko¨nnen aber nur dann sinnvoll
sein, wenn mindestens diese Konstanz auch nachpru¨fbar aus den Simulationsdaten hervorgeht.
Die Simulationen mit FLUENT erlauben die U¨berpru¨fung des simulierten Leistungseintrages.
Aus den Kra¨ften14, die gema¨ß der Simulation auf alle rotierenden Teile wirken, kann ein Drehmo-
ment berechnet werden. Dies ergibt mit der Ru¨hrerdrehzahl den mechanischen Leistungseintrag.
Tabelle 7.4 (Seite 171) gibt die entsprechenden Werte fu¨r die zuletzt diskutierten Simulations-
rechnungen wieder. Es sind die Berechnungen zur Variation der Drehzahl (Abschnitt 7.3.2, auf
Seite 161) sowie diejenigen zur Maßstabsvergro¨ßerung (Abschnitt 7.3.3, auf Seite 166) aufgelistet.
Es fa¨llt auf, daß die Simulation fu¨r den Versuch einer Maßstabsvergro¨ßerung bei konstantem
Leistungseintrag tatsa¨chlich sehr a¨hnliche Werte fu¨r den kleinen und den vergro¨ßerten Reaktor er-
gibt. Die numerische Stro¨mungssimulation ergibt also in Vergleichsrechnungen realita¨tsnahe Trends
und Verha¨ltnisse.
7.3.5 Zusammenfassung
Es wurde an verschiedenen Beispielen gezeigt, welche Voraussagen das aufgestellte numerische
Modell u¨ber die Vorga¨nge in (begasten) Ru¨hrkesselreaktoren machen kann, die noch nicht real
existieren.15
Die Vorhersagen fu¨r die Mischzeit bei der geometrisch a¨hnlichen Maßstabsvergro¨ßerung des
Versuchsreaktors um den Faktor 100 (Volumenverha¨ltnis) decken sich sehr genau mit den Aussagen
14Bei der Kra¨ftebilanz werden sowohl Druck- als auch Schubspannungskra¨fte beru¨cksichtigt.
15Solche Voraussagen sind besonders fu¨r die Maßstabsvergro¨ßerung (“scale-up”) wertvoll, wenn sehr große Anlagen
neu konzipiert und aufgebaut werden sollen.
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Abbildung 7.15: Das Konzentrationsprofil fu¨r Gelo¨stsauerstoff, wie es vorausgesagt wird, wenn,
ausgehend von der dargestellten Simulation in Abbildung 7.7 (Seite 156), das Reaktorvolumen
auf das 100-fache vergro¨ßert wird. Ru¨hrerleistungseintrag und Gasleerrohrgeschwindigkeit wurden
hierbei konstant gehalten (Regel II [
”
P
V + wg0“] in der Aufza¨hlung auf Seite 166). (Abbildung 6.8
auf Seite 138 veranschaulicht die Lage der dargestellten Farbfla¨chen im Reaktor.) Die Farbskala
entspricht derjenigen in Abbildung E.1 (Seite 209); die gezeigten Werte liegen hier zwischen pO2 =
= 0% LS (Luftsa¨ttigung) und pO2 = 0,75% LS.
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Tabelle 7.4: Der mechanische Leistungseintrag in den verschiedenen Simulationsrechnungen. Der
Leistungseintrag ergibt sich aus Drehmoment und Drehzahl∗. Zusa¨tzlich ist die Newtonzahl ange-
geben, die jeweils aus dem mechanischen Leistungseintrag berechnet wurde (vgl. Gleichung 2.1 - 2,
auf Seite 13).
V
m3
0,005 (= 5 l) 0,5 (= 500 l)
n
Upm 100 180 324 64,7
† 38,78‡
M·nˆ
V
W
m3
(§) 149,0 856,5 4924 912,0 201,0
Ne 4,69 4,62 4,56 4,92 5,04
∗Der mechanische Leistungseintrag ist das Produkt aus Drehmoment und Ru¨hrerdrehzahl, wobei an dieser Stelle
aber die Drehzahl nicht in Umdrehungen je Zeiteinheit, sondern in mathematischen (dimensionslosen) Winkelein-
heiten (
”
rad“) je Zeiteinheit anzugeben ist; eine Umdrehung entspricht 2·pi·rad.
†Entsprechend konstantem Leistungseintrag (n3·d2 = const).
‡Entsprechend konstanter Ru¨hrerspitzengeschwindigkeit (n·d = const).
§Das Symbol nˆ steht hier fu¨r die Drehzahl gema¨ß Fußnote ∗.
anerkannter Korrelationen (vgl. Abschnitt 7.3.1, auf Seite 159). (Gegenu¨ber letzteren hat das
numerische Modell aber den großen Vorteil, Voraussagen fu¨r beliebige Reaktoren, auch ohne einen
geometrisch a¨hnlichen Laborreaktor, geben zu ko¨nnen.)
Weiterhin wurden Voraussagen fu¨r den dispersen Gasvolumenanteil und den Stoffaustausch
im begasten Reaktor bei verschiedenen Drehzahla¨nderungen und bei der Maßstabsvergro¨ßerung
nach unterschiedlichen Kriterien fu¨r Drehzahl und Begasungsrate getroffen. Die Voraussagen fu¨r
die Auswirkungen der Drehzahla¨nderungen decken sich ebenfalls mit Erfahrungswerten und Pa-
rametern (Exponenten) aus bekannten Korrelationen, sofern der im kleinen Reaktor sehr star-
ken Einfluß ausu¨bende Stoffaustausch durch die freie Flu¨ssigkeitsoberfla¨che entsprechend separat
beru¨cksichtigt wird (vgl. Abschnitt 7.3.2.3, auf Seite 165).
Die vielfa¨ltigen Voraussagen fu¨r die Maßstabsvergro¨ßerung des begasten Bioprozesses stehen
ebenfalls unter dem maßstabsabha¨ngigen Einfluß der freien Oberfla¨che, so daß detaillierte Ver-
gleiche mit Literaturkorrelationen nicht angebracht sind. Eine entsprechende Kontrolle zeigte
auch, daß die Simulation fu¨r die Maßstabsvergro¨ßerung bei konstantem Ru¨hrerleistungseintrag
tatsa¨chlich Konstanz fu¨r diese Gro¨ße voraussagt (Abschnitt 7.3.4, auf Seite 169).
Insgesamt lassen die unternommenen Beispielrechnungen im Vergleich untereinander und mit
Literaturwerten (soweit angebracht) keinerlei Inkonsistenzen oder Fehler erkennen.
7.4 Datenverwertung
Das entwickelte Modell soll voraussagen ko¨nnen, welche Konzentrationsgradienten innerhalb eines
aeroben Bioprozesses in einem begasten Ru¨hrkesselreaktor auftreten. Damit kann dann prinzipiell
beurteilt werden, wie gut im Einzelfall die Forderung nach Homogenita¨t im Reaktionsbeha¨lter
erfu¨llt ist.
Fu¨r eine tatsa¨chliche Verwendung der Ergebnisse ist aber die Auswertung und Darstellung in
einer einfacheren, aussagekra¨ftigen Form no¨tig, als sie die Abbildungen im vorigen Kapitel geben.
Es muß aus den Simulationsdaten heraus veranschaulicht werden, unter welchen Bedingungen der
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Abbildung 7.16: Verteilungskurven fu¨r die Gelo¨stsauerstoffkonzentration bei reiner Oberfla¨chen-
begasung; es sind die Ha¨ufigkeitsdichte- (h) und -summenkurven (H) u¨ber einem logarithmischen
Maßstab fu¨r die Konzentration dargestellt.
∗
”
LS“ = Luftsa¨ttigung
Bioprozess tatsa¨chlich abla¨uft.
7.4.1 Homogenita¨t
Bei der Kontrolle der Homogenita¨t der Gelo¨stsauerstoffkonzentration im Reaktor ist zu fragen, in
welchem Volumenanteil die Konzentration unter ein vorgeschriebenes Minimum fa¨llt, und in wel-
chem Volumenanteil sie ein vorgeschriebenes Maximum u¨berschreitet. Die fragliche Konzentration
ist im Reaktorvolumen eine variierende Gro¨ße; fu¨r sie kann eine Verteilungsfunktion dargestellt
werden.
Abbildung 7.16 zeigt die (volumengewichtete) Verteilungsfunktion fu¨r die Gelo¨stsauerstoffkon-
zentration in einem Fall reiner Oberfla¨chenbegasung. Dargestellt sind die Ha¨ufigkeitsdichte- (h)
und die Ha¨ufigkeitssummenkurve (H) u¨ber einem logarithmischen Maßstab der Gelo¨stsauerstoff-
konzentration. Abbildung 7.17 zeigt dieselben Kurven fu¨r einen Fall vollsta¨ndiger Oberfla¨chen-
und Blasenbegasung.
7.4.2 Schwankungen
Auf Grund von Inhomogenita¨ten im Bioreaktor sind die kultivierten Mikroorganismen (bzw. Zel-
len) bei Ihrer Zirkulation mit der Flu¨ssigkeit im Bioreaktor zeitlichen Konzentrationsschwankungen
ausgesetzt. Fu¨r die Beurteilung der Inhomogenita¨ten ist es sehr wichtig zu wissen, wie die Organis-
men auf diese Schwankungen reagieren (vgl. Abschnitt E.2.3, auf Seite 206). Dies ha¨ngt zum einen
von den Eigenschaften (”Zeitkonstanten“) der Organismen ab. Sofern hierfu¨r Daten vorliegen, muß
außerdem auch bekannt sein, wie der zeitliche Verlauf der betrachteten Konzentration (von z.B.
gelo¨stem Sauerstoff) in der unmittelbaren Umgebung der einzelnen Zelle aussieht.
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Abbildung 7.17: Verteilungskurven fu¨r die Gelo¨stsauerstoffkonzentration bei voller Oberfla¨chen-
und Blasenbegasung; es sind die Ha¨ufigkeitsdichte- (h) und -summenkurven (H) u¨ber einem loga-
rithmischen Maßstab der Konzentration dargestellt.∗
∗Die breitgestreckte Verteilung u¨ber die kleinsten Sauerstoffkonzentrationen scheint in der Ha¨ufigkeitsdichtekur-
ve (h) vernachla¨ssigbar, die Summenkurve (H) zeigt aber deutlich, daß (im hier simulierten Fall) gut 15 % des
Reaktorvolumens Sauerstoffkonzentrationen unter 0,1 % Luftsa¨ttigung (LS) haben.
7.4.2.1 Trajektorien
Dieser Konzentrationsverlauf an der zirkulierenden Zelle kann unmo¨glich gemessen werden. Das
hier entwickelte Modell ermo¨glicht es aber, solche Konzentrationsverla¨ufe vorauszusagen. Auf
Grund von Turbulenz ist der Weg, den kleinste Partikeln (Zellen) in der Stro¨mung nehmen, nicht
klar bestimmt; er ist vielmehr ein statistisch verteiltes Zufallsprodukt.
Fu¨r die Simulation der Gasblasenstro¨mung wurde eine Technik angewendet, die Trajektorien
fu¨r Partikeln im Stro¨mungsfeld der kontinuierlichen Phasen berechnet. Dabei werden auch stocha-
stische Einflu¨sse von der Turbulenz in der kontinuierlichen Phase eingerechnet. Mit genau dieser
Methode kann vorausgesagt werden, auf welcher Art Wegen die suspendierten Zellen (Mikroorga-
nismen) durch die Flu¨ssigkeit im Bioreaktor zirkulieren.
Wa¨hrend der Berechnung einer solchen Trajektorie fu¨r ein Bakterium im Bioreaktor kann nun
fortlaufend die Konzentration an gelo¨stem Sauerstoff betrachtet werden, der das Bakterium in
seiner unmittelbaren Umgebung ausgesetzt ist. Abbildung 7.18 zeigt einen solchen Konzentrati-
onsverlauf an einem Bakterium fu¨r den Fall reiner Oberfla¨chenbegasung. Es handelt sich um einen
kleinen Ausschnitt aus einer unendlichen Serie, die wegen der Turbulenz keinerlei Periodizita¨t
entha¨lt.
7.4.2.2 Ergebnisse
Man sieht in der Kurve jeweils steile Anstiege und anschließend einen langsamen, kontinuierli-
chen Abfall der Konzentration in der unmittelbaren Umgebung des betrachteten Bakteriums. Das
Flu¨ssigkeitsvolumen, in und mit dem sich das Bakterium durch den Reaktor bewegt, gera¨t von
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Abbildung 7.18: Der zeitliche Verlauf der Sauerstoffkonzentration, der ein Bakterium wa¨hrend
seiner Zirkulationsbewegung durch den Reaktor in einer nur durch die Oberfla¨che begasten Fer-
mentation ausgesetzt ist.
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Zeit zu Zeit in Kontakt mit sehr sauerstoffreicher Umgebung nahe der freien Oberfla¨che, was einen
sprunghaften Anstieg der Sauerstoffkonzentration bewirkt. Auf dem weiteren Weg durch den Re-
aktor wird dieser Sauerstoff langsam aufgezehrt, bis, nach einer unbestimmten Zeitspanne, das
Volumenelement wieder in der Na¨he der Flu¨ssigkeitsoberfla¨che mit Sauerstoff versorgt wird.
Abbildung 7.19 zeigt eine analoge Darstellung fu¨r den (in dieser Arbeit untersuchten) Fall
vollsta¨ndiger Blasen- und Oberfla¨chenbegasung. Hier ist die volumetrische Sauerstoffverbrauchs-
rate der Kultur erheblich ho¨her, so daß trotz des wesentlichen ho¨heren βla-Wertes mit Blasenbega-
sung dieselben (na¨herungsweise mikroaeroben) Verha¨ltnisse erhalten bleiben. Dadurch existieren
nunmehr Zonen mit unmeßbar geringer Sauerstoffkonzentration.
Die Kurve zeigt sehr deutlich, wie das suspendierte Bakterium variierende Zeitra¨ume in ver-
schiedenen Zonen des Reaktors verbringt. Insbesondere in der nahezu anaeroben Zone direkt unter
der Ru¨hrwelle kommt es immer wieder zu Verweilzeiten in der Gro¨ßenordnung einer Sekunde. (Hier
herrscht eine ausgebildete Rotationsstro¨mung mit nur wenig Austausch mit der Umgebung.)
7.5 Zusammenfassung
Das vorliegenden Kapitel zeigt zuna¨chst, wie mit dem entwickelten numerischen Modell die experi-
mentell untersuchten Prozeßzusta¨nde nachgebildet wurden und dabei verschiedene Modellparame-
ter bestimmt werden konnten. Deren Werte zeigten sehr gute U¨bereinstimmung mit entsprechenden
Literaturwerten (vgl. Abschnitt 7.1.5, auf Seite 147).
Anschließend wurden die Voraussagen des Modells fu¨r die ra¨umlichen Konzentrationsprofile
fu¨r Gelo¨stsauerstoff mit den entsprechenden Meßwerten verglichen. Es zeigten sich gewisse Abwei-
chungen, die u.a. in Schwachstellen bei den Messungen begru¨ndet sind (Sonde im Bereich der freien
Oberfla¨che). Weiterhin wurde als Schwa¨che im numerischen Modell die Tatsache identifiziert, daß
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Abbildung 7.19: Der zeitliche Verlauf der Sauerstoffkonzentration, der ein Bakterium wa¨hrend sei-
ner Zirkulationsbewegung durch den Reaktor in einer vollsta¨ndig mit Blasen und an der Oberfla¨che
begasten Fermentation ausgesetzt ist.
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die Auswirkungen der dispersen Gasphasenstro¨mung auf die kontinuierliche Flu¨ssigkeitsstro¨mung
vernachla¨ssigt werden (vgl. Abschnitt 7.2.4, auf Seite 158). Dies ist mittlerweile mit der aktuellen
Version des verwendeten Simulationsprogramms (FLUENT 5.5 bzw. FLUENT 6.0) ohne weiteres
zu beheben.
Weiterhin wurden diverse Beispielberechnungen ausgefu¨hrt, um zu demonstrieren, welche Vor-
aussagen das Modell z.B. fu¨r die Maßstabsvergro¨ßerung hin zur industriellen Produktionsanlage
leisten kann. Die Ergebnisse aller Rechnungen wurden untereinander und mit Literaturkorrelatio-
nen verglichen, ohne daß Inkonstistenzen oder unplausible Ergebnisse auffielen (Abschnitt 7.3.5,
auf Seite 169).
Schließlich wurde aufgezeigt, welche besonderen Ergebnisdarstellungen Informationen u¨ber spe-
zielle Prozeßbedingungen erschließen, die ohne die numerische Simulation schwer zu gewinnen und
bisher nie vero¨ffentlicht worden sind.16
7.6 Diskussion
Ziel dieser Arbeit war es, ein auf pra¨diktiver Stro¨mungssimulation basierendes, numerisches Modell
zu entwickeln, das den Stoffaustausch im begasten Ru¨hrkessel und, mit einem Modell fu¨r den
Stoffumsatz, stationa¨re Konzentrationsgradienten in der Flu¨ssigkeit voraussagen kann.
Literatur. In der Literatur finden sich etliche Ansa¨tze mit a¨hnlichem Ziel. Fast alle wenden fu¨r
die Stro¨mungssimulation Ru¨hrer-Ersatz-Modelle an. Reine Stro¨mungssimulationen in einphasigen
Ru¨hrkesseln verwenden auch geometrisch und zeitlich auflo¨sende Ru¨hrersimulationen, die also
16Nach der Kenntnis des Autors.
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Voraussagen der Flu¨ssigkeitsstro¨mung erlauben, ohne Meßdaten fu¨r den eingesetzten Ru¨hrer zu
verwenden. Fu¨r die Voraussage der Mehrphasenstro¨mung in begasten Ru¨hrkesseln wird in ju¨ngster
Zeit zunehmend das Euler/Euler-Modell verwendet.
Neuerung. In der vorliegenden Arbeit wurde zum ersten Mal eine (den Ru¨hrer geometrisch
auflo¨sende) pra¨diktive Stro¨mungssimulation im Ru¨hrkessel mit einem Mehrphasenstro¨mungsmo-
dell gekoppelt, um ein Komplettmodell fu¨r Stoffaustausch- und -transport aufzubauen. Dabei wur-
de das Euler/Lagrange-Modell zur Simulation der Mehrphasenstro¨mung im begasten Ru¨hrkes-
sel eingesetzt.
Neben den Komponenten der reinen Stro¨mungssimulation wurden Blasengro¨ßen und -verweil-
zeiten, spezifische Grenzfla¨chen und Stoffaustauschkoeffizienten, Stofftransport und -umsatz und
somit letztlich die stationa¨ren Konzentrationsgradienten vorausgesagt.
Das Modell erfordert keinerlei Stro¨mungsdaten; lediglich einige vom Stoffsystem abha¨ngige
Modellparameter mu¨ssen einmal, z.B. in einer Laborfermentation, ermittelt werden17 (s. Ab-
schnitt 7.1.5, auf Seite 147). Anschließend ermo¨glich das Modell Voraussagen u¨ber Stro¨mung, Stoff-
austausch und -transport in nicht existierenden, nie untersuchten Geometrien, Ru¨hrer-Reaktor-
Konfigurationen oder Beha¨ltermaßsta¨ben.
7.6.1 Modelleigenschaften
Dadurch, daß die Eigenschaften der disperse Gasphase mit der Euler/Lagrange-Methode be-
schrieben werden, erfaßt das Modell in realistischer Weise das lokale Nebeneinander großer und
kleiner sowie sauerstoffreicher (junger) und sauerstoffarmer (alter) Gasblasen. An jedem Punkt
im Reaktor existieren Verteilungen von Gro¨ße, Alter, Zusammensetzung und Stro¨mung (Richtung
und Geschwindigkeit) der dispersen Gasblasen. Dies kann nur mit dem Euler/Lagrange-Modell
fu¨r Mehrphasenstro¨mungen (im Gegensatz zu dem Euler/Euler- und anderen Kontinuumsmo-
dellen) korrekt beschrieben werden (siehe auch Abschnitt 7.2.2.5, auf Seite 151).
Durch die Kombination einer den Ru¨hrer geometrisch auflo¨senden Stro¨mungssimulation mit
einem leistungsfa¨higen Modell fu¨r Mehrphasenstro¨mungen ko¨nnen Wechselwirkungen zwischen
Flu¨ssigkeits- und Gasphase am Ru¨hrer sehr detailliert beschrieben werden. Lokale Turbulenzspit-
zen, die zur Blasenzerteilung wie auch zum Stoffaustausch beitragen, werden ra¨umlich aufgelo¨st;
der Weg der Gasblasen durch diese Bereiche und ihre Verweilzeit darin werden dabei genau erfaßt
(s. Abschnitt 7.2.3.3, auf Seite 157).
Im Teilmodell fu¨r den Stoffaustausch wird auch der Austausch durch die freie Flu¨ssigkeitso-
berfla¨che mit einem validierten, turbulenzabha¨ngigen Ansatz beru¨cksichtigt. Dies ist sehr wichtig,
weil sein Beitrag zum Gesamtaustausch stark von der Reaktorgro¨ße abha¨ngt, so daß ohne seine
genaue Quantifizierung jede Voraussage fu¨r die Maßstabsvergro¨ßerung ungenau werden muß (vgl.
auch Abschnitt 7.3.2.3, auf Seite 165).
7.6.2 Limitierungen
Es bleiben einige Gesichtspunkte zu nennen, an denen die Simulation nur eine vereinfachte Dar-
stellung der Realita¨t gibt. An diesen Stellen ist in Zukunft weitere Entwicklungsarbeit zu leisten,
um das Modell zu verbessern und zu einer breiteren, allgemeineren Anwendbarkeit zu bringen.
17Dazu muß der Prozeß im verwendeten Laborreaktor numerisch simuliert werden, damit die Modellparameter
eingestellt (angepaßt) werden ko¨nnen. Der Laborreaktor braucht dafu¨r aber keinerlei geometrische A¨hnlichkeit mit
der geplanten bzw. numerisch zu untersuchenden Großanlage zu haben.
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Die Entkopplung von Flu¨ssigkeits- und Gasstro¨mung in der Stro¨mungssimulation.
Die Gasblasentrajektorien werden auf der Grundlage des Stro¨mungsfeldes fu¨r die Flu¨ssigkeit
berechnet. Es wird aber kein Einfluß der (dispersen) Gasphase auf die Flu¨ssigkeitsstro¨mung
im Modell realisiert. Das fu¨hrt zu einer zu geringen Aufwa¨rtsbewegung der Gas-Flu¨ssig-
keits-Stro¨mung, z.B. im radialen Ausstro¨mbereich des Ru¨hrers.18 Letzteres muß geringfu¨gig
u¨berho¨hte Gasvolumenanteile im unteren Teil des Reaktors zu Folge haben, was dort (im
Modell) auch zu (geringfu¨gig) u¨berho¨hten Gelo¨stsauerstoffkonzentrationen fu¨hrt.
Wie bereits erwa¨hnt, ist inzwischen mit der aktuellen Version von FLUENT die voll in-
stationa¨re Simulation von Mehrphasenstro¨mungen nach der Euler/Lagrange-Methode
mo¨glich. Hierbei werden nicht Trajektorien einzelner Blasen (”-stra¨nge“) berechnet, sondern
es werden wirklich einzelne Gasblasen verfolgt. (Das bedeutet einen ho¨heren numerischen
Computeraufwand, ermo¨glicht aber die maximal naturgetreue Simulation instationa¨rer di-
sperser Mehrphasenstro¨mungen). Mit dieser Methode ließe sich die in dieser Arbeit zu Grun-
de gelegte Stro¨mungssimulation verbessern. (Vgl. Abschnitt 7.2.4 und darin Fußnote 9, auf
Seite 158.)
Der große Vorteil aus der ”zweiten Entkopplung“ (s. Abschnitt 5.4.2.2 auf Seite 110) ginge
dabei aber verloren. Es wa¨re daher eher sinnvoll, die herko¨mmliche Euler/Lagrange-
Methode (mit Blasentrajektorien) so zu modifizieren, daß (zeitgemittelte) Impulsquellterme
von der Gasblasenstro¨mung in die instationa¨re Stro¨mungssimulation eingebracht werden.
Dies stellt sicherlich wieder nur eine Na¨herungslo¨sung dar; da aber gezeigt werden konnte,
daß die Stro¨mung lokal im jeweiligen Bezugssystem (!) nur wenig mit der Zeit variiert, kann
Ihr Vorteil (”zweite Entkopplung“, s.o.) diesen Nachteil deutlich u¨berwiegen.
Blaseneintrag an der freien Oberfla¨che. In der Realita¨t werden an der freien Flu¨ssigkeitso-
berfla¨che durch die (vom Ru¨hrer erzeugte) Turbulenz kleine Gasblasen erzeugt, die dann mit
der Zirkulation in die Tiefe gerissen und gleichwertiger Bestandteil der dispersen Gasphase
werden [313]. Dies kann vom numerischen Modell nicht vorausgesagt werden.
Bei hinreichend geringen Drehzahlen ist dieser Effekt vernachla¨ssigbar. Bei steigender Dreh-
zahl (ohne Blasenbegasung) erscheint zuerst eine schwache Tru¨bung; sie ru¨hrt von so kleinen
Blasen her, daß diese mit dem bloßen Auge nicht als Blasen erkennbar sind. Ihr Volumen ist
sehr gering, so daß Ihr Beitrag zum tatsa¨chlichen Sauerstoffeintrag ebenfalls vernachla¨ssigbar
bleibt. (Sie erreichen nach einem kleinen Bruchteil ihrer gesamten Verweilzeit im Reaktor be-
reits ein Stoffaustauschgleichgewicht mit der umgebenden Flu¨ssigkeit [Sauerstoffverarmung
in der mikrodispersen Gasphase].19)
Bei ho¨heren Drehzahlen und damit intensiverer Zirkulationsstro¨mung werden zunehmend
auch gro¨ßere Blasen von der Oberfla¨che in die Tiefe mitgerissen, so daß ein merklicher Sau-
erstoffeintrag von denjenigen Gasblasen entsteht, die an der Oberfla¨che generiert werden.
Dieser wird, bei Messungen gema¨ß den beschriebenen Experimenten, zusammen mit dem
Stoffaustausch durch die freie Flu¨ssigkeitsoberfla¨che erfaßt; dementsprechend entha¨lt die
Proportionalita¨tskonstante fu¨r den linearen Stoffaustauschkoeffizienten an der freien Ober-
fla¨che ggf. einen entsprechenden Anteil.
18Dies wurde auch bereits in Punkt 7.2.3.2 der Aufza¨hlung auf Seite 157 erwa¨hnt.
19In ho¨herviskosen Flu¨ssigkeiten steigen so kleine Blasen nur sehr langsam auf, so daß sie lange in der Flu¨ssigkeit
zirkulieren und einen bedeutenden Gasvolumenanteil ausmachen ko¨nnen [153, 283]. Auch in diesem Fall kann man
Gleichgewicht zwischen den Sauerstoffkonzentrationen in Gasblasen und Flu¨ssigkeit annehmen, so daß der tatsa¨chli-
che Beitrag zum Sauerstoffeintrag vernachla¨ssigbar bleibt. Wegen ihrer extrem großen spezifischen Phasengrenzfla¨che
a fu¨hren diese extrem kleinen, zirkulierenden Gasblasen aber zu einer erho¨hten apparenten Sauerstofflo¨slichkeit bei
der Betrachtung des konvektiven Stofftransportes fu¨r
”
gelo¨sten“ (einschließlich fein dispergiertem) Sauerstoff.
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Die gute U¨bereinstimmung der gefundenen Proportionalita¨tskonstante mit Literaturwerten
(s. Abschnitt 7.1.3.3, auf Seite 146) legt nahe, daß der Stoffeintrag durch oberfla¨chengenerier-
te Blasen im experimentell untersuchten Betriebszustand (180 Upm) vernachla¨ssigbar war.
In Prozessen, wo das diskutierte Pha¨nomen eine erhebliche Rolle spielt, ist aber mit einem
partiellen Versagen des numerischen Modelles bei der Vorhersage zur Maßstabsvergro¨ßerung
zu rechnen.
Koaleszenz von Blasen mit der freien Oberfla¨chen. In der Simulation muß eine Bedingung
dafu¨r formuliert werden, wann eine Blase tatsa¨chlich mit der freien Flu¨ssigkeitsoberfla¨che
koaguliert, so daß ihr Inhalt in den Kopfraum u¨bergeht und ihre Lebensdauer endet. In dieser
Arbeit wurde als Bedingung definiert, daß der Blasenmittelpunkt bis auf einen Abstand von
einem Blasenradius an die freie Oberfla¨che herankommt.
Die Einstellung dieses geforderten Grenzabstandes hat Einfluß auf die simulierte Blasenver-
weilzeit bei gleichem Blasendurchmesser. Seine Wahl hat also, wenn die Modellparameter
an Meßergebnisse angepaßt werden, Einfluß auf die sich ergebende kritische Weberzahl. Es
bleibt zu untersuchen, inwieweit die Genauigkeit der Modellvoraussagen, insbesondere bei
der Maßstabsvergro¨ßerung, von der Wahl dieses Parameters abha¨ngt.
Koaleszenz von Blasen miteinander. Im untersuchten Bioprozeß kann wegen der Zusam-
mensetzung des Fermentationsmediums eine hochgradige Inhibition der Blasenkoaleszenz
angenommen werden. Im Hinblick auf eine Verallgemeinerung des Modells wird in Ab-
schnitt 5.3.4.3 (Seite 106) die Mo¨glichkeit diskutiert, ein Teilmodell fu¨r lokale Blasenko-
aleszenz einzufu¨hren.
Auch in koaleszenzgehemmten Medien tritt leicht Koaleszenz auf, wo sich Blasen auf Grund
der Flu¨ssigkeitsstro¨mung sammeln und aufeinander treffen. Dies geschieht besonders auf der
Unterdruckseite von Ru¨hrerbla¨ttern, wo die Blasen zu großen ”Kavita¨ten“ koaleszieren. Diese
haben wiederum erheblichen Einfluß auf die Flu¨ssigkeitsstro¨mung und den mechanischen
Ru¨hrerleistungseintrag. Diese Tatsachen werden derzeit vom Modell vernachla¨ssigt – hier ist
grundlegende Entwicklungsarbeit notwendig, da noch keine vielversprechenden Ansa¨tze zur
Beschreibung dieser Pha¨nomene identifiziert werden konnten.
Details der Blasenzerteilung. Die (turbulenzabha¨ngige) Blasenzerteilung ist im Modell imple-
mentiert; dabei ko¨nnen aber nur relativ unrealistische symmetrische Teilungen ausgefu¨hrt
werden, durch die die realen unsymmetrischen Teilungen angena¨hert werden mu¨ssen. Ein
realistischeres Modell wu¨rde, abha¨ngig von o¨rtlichen Parametern und mit Zufallszahlen, sto-
chastische Volumenanteile an die Tochterblasen zuweisen; außerdem sollte fu¨r jede Tochter-
blase eine eigene Trajektorie vom Ort der Blasenzerteilung aus berechnet werden.
7.6.3 Schlußwort
Numerische Stro¨mungssimulation (CFD, “computational fluid dynamics”) erlaubt die Vorhersage
von Stro¨mungen und – wie in dieser Arbeit gezeigt werden sollte – auch stro¨mungsabha¨ngigen
Prozessen wie Stoffaustausch und -transport. Damit wird es mo¨glich, Experimente durch Simula-
tionsrechnungen zu ersetzen. Dies ist besonders dort von Vorteil, wo Experimente aufwendig und
teuer sind (Maßstabsvergro¨ßerung), oder wo z.B. industrielle Sto¨rfa¨lle oder Bra¨nde in Geba¨uden
untersucht werden, wo sich realistische vollskalige Experimente von selbst verbieten.20
20Die Ausbreitung freigesetzter giftiger Da¨mpfe oder Rauchgase kann mit ungefa¨hrlichen Markersubstanzen expe-
rimentell nachgestellt werden; die Auswirkungen der hohen Temperaturen eines Brandes auf die Stro¨mung in einem
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Neben Vorhersagen fu¨r Geometrievarianten oder vera¨nderte Betriebszusta¨nde kann die Simu-
lation auch detaillierten Einblick in die bestimmenden Vorga¨nge eines untersuchten Prozesses
geben. Parameterstudien und Sensitivita¨tsanalysen erlauben es, generell Entwicklungsprozesse zu
beschleunigen und fertige Produkte/Prozesse bei reduzierten Entwicklungskosten robuster und
sicherer auszulegen.
Im heutigen Stand der Simulationstechnik existieren noch Schwa¨chen und Unsicherheiten in der
Abbildung realistischer Vorga¨nge im numerischen Modell. Turbulenz z.B. muß i.d.R. durch (halb-
empirische) mathematische Modelle dargestellt werden; a¨hnliches gilt fu¨r alle Arten von Austausch-
koeffizienten (Impuls, Wa¨rme, Stoff). In sicherheitsrelevanten Bereichen sollte also die Simulation
nicht unkritisch als Ersatz fu¨r alle Experimente angenommen werden. Neben billigen Vorunter-
suchungen und Designstudien kann sie aber vor allem dort gute Dienste leisten, wo Experimente
unmo¨glich sind (z.B. durchgehende Reaktionen oder [Kern-] Reaktoren).
Die vorliegenden Arbeit will aufzeigen, welche weitergehenden Prozeßsimulationen bereits
heute auf rein pra¨diktive numerische Stro¨mungssimulation aufgebaut werden ko¨nnen. Außerdem
wurde an Hand verschiedener Valdierungen mit Literaturwerten und eigenen Experimenten gezeigt,
fu¨r wie realistisch die Simulationsergebnisse gelten du¨rfen.
Das aufgestellte numerische Modell bedarf noch bestimmter Verbesserungen und Erweiterun-
gen, um auf breiter Basis anwendbar und profitabel zu sein. Auch die Validierungsexperimente
sollten, unter besonderer Beachtung industriell relevanter Fragestellungen, erweitert werden.
Es konnte aber ein großes Potential in der Anwendung der numerischen Stro¨mungssimulation
mit einem kommerziellen Code (FLUENT) aufgezeigt werden, und die ausgefu¨hren Validierungen
zeigten große Realita¨tsna¨he der Ergebnisse in Form von angepaßten Modellparametern wie auch
echten Voraussagen.
Geba¨ude ko¨nnen aber nicht mehr im Experiment in Originalgro¨ße untersucht werden, ohne das reale Geba¨ude zu
zersto¨ren. Experimente im verkleinerten Modellmaßstab ko¨nnen aber nur selten als zuverla¨ssige Informationsquelle
dienen, da z.B. Turbulenz nicht einfach skalierbar ist.
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Anhang A
Zusammenfassung
Sehr viele Prozesse in der chemischen und biotechnologischen Verfahrenstechnik werden in Ru¨hr-
kesseln ausgefu¨hrt. Dies sind vielfach bewa¨hrte, vielseitige Apparate fu¨r Reaktionen und Vorga¨nge
in Flu¨ssigkeiten. Zusa¨tzlich ko¨nnen, entkoppelt von der Flu¨ssigkeitsvermischung durch den Ru¨hrer,
gasfo¨rmige Reaktionskomponenten als Oberfla¨chen- und Blasenbegasung eingefu¨hrt werden.
Bei der Entwicklung neuer Produktionsanlagen, wie auch bei der Optimierung bestehender
Einrichtungen, ist die mathematische Modellierung ein wichtiges Werkzeug. Mit der mathemati-
schen Beschreibung der Vorga¨nge und Zusammenha¨nge in Anlagenteilen wie z.B. Reaktionsappa-
raten ko¨nnen aufwendige Experimente eingespart und der Zeitbedarf fu¨r die Entwicklung bis zur
Markteinfu¨hrung eines neuen Produktes erheblich reduziert werden.
In Ru¨hrkesseln ist, neben der Vermischung der geru¨hrten Flu¨ssigkeit, der Stoffaustausch zwi-
schen der Flu¨ssigkeit und einer dispersen Phase eine ha¨ufig ausgefu¨hrte Grundoperation, deren
Effizienz in vielen Prozessen u¨ber die Produktionsfa¨higkeit einer Anlage entscheiden kann.
Zur mathematischen Modellierung und Vorhersage der Stoffaustauschleistung begaster Ru¨hr-
kessel werden derzeit u¨berwiegend Ansa¨tze verwendet, die zu unterschiedlichen Teilen auf empiri-
schen Daten basieren. Korrelationen und die meisten Prozeßmodelle betrachten dabei den Reaktor
als gradientenfreien, ideal durchmischten Reaktionsbeha¨lter.
Einige wenige strukturierte Modelle beru¨cksichtigen auch Inhomogenita¨ten innerhalb des Re-
aktors; hierfu¨r werden Stro¨mungsdaten aus Messungen oder Simulationen verwendet. Im letzteren
Fall wurden bisher immer Meßdaten fu¨r die Stro¨mung in unmittelbarer Ru¨hrerna¨he verwendet,
um das Stro¨mungsfeld im Rest des Apparates vorauszusagen (Ru¨hrer-Ersatz-Modell).
In der vorliegenden Arbeit wurde erstmals ein numerisches, ra¨umlich hochauflo¨sendes Modell
fu¨r die Vorga¨nge und Zusammenha¨nge beim Stoffaustausch in begasten Ru¨hrkesseln entwickelt,
das echte Voraussagen fu¨r unerforschte Geometrien und Maßsta¨be erlaubt.
Das ortsauflo¨sende Modell verwendet Stro¨mungsdaten fu¨r den geru¨hrten Reaktor, die aus nu-
merischer Stro¨mungssimulation mit dem kommerziellen Programm FLUENT gewonnen werden.
Hierbei werden keine Stro¨mungsmeßdaten fu¨r das jeweilige Ru¨hrorgan beno¨tigt, sondern der
Ru¨hrer wird in seiner genauen Geometrie dargestellt, so daß mit Drehzahl und Stoffeigenschaften
die turbulente Stro¨mung im Ru¨hrkessel vorausberechnet werden kann.
Anschließend wird im numerischen Modell, in derselben hohen ra¨umlichen Auflo¨sung, die tur-
bulente Stro¨mung der dispersen Gasphase (Blasen) vorhergesagt. Dabei werden Stoffaustausch und
turbulenzabha¨ngige Blasenzerteilung sowie deren Einfluß auf das Verhalten der Gasblasen beru¨ck-
sichtigt. Die disperse Gasphase wird nach der Euler/Lagrange-Methode (diskrete Trajektorien)
in die Simulation einbezogen, so daß breite Verteilungen bezu¨glich Gro¨ße, Zusammensetzung und
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Stro¨mungsverhalten der Blasen physikalisch korrekt im Modell abgebildet werden ko¨nnen.
Basierend auf der detaillierten, ortsauflo¨senden Vorhersage von Flu¨ssigkeits- und Gasstro¨mung
werden Stoffaustausch, -transport und -verbrauch lokal an jedem Punkt im Reaktor bilanziert.
Es ergeben sich (im konkreten Anwendungsbeispiel) ra¨umliche Profile fu¨r die Konzentration von
gelo¨stem Sauerstoff im Reaktor. Maxima und Minima ko¨nnen mit Wert und Position identifiziert
werden, und die Auswirkungen der berechneten Inhomogenita¨ten auf den ausgefu¨hrten (Bio-)
Prozeß ko¨nnen in vielfa¨ltiger Weise dargestellt werden.
Die Arbeit erkla¨rt die theoretischen Grundlagen sowie die praktische Aufstellung des numeri-
schen Gesamtmodells. Modellparameter werden aus eigenen Messungen abgeleitet und mit Lite-
raturwerten verglichen, wobei sich jeweils eine sehr gute U¨bereinstimmung ergibt.
Weiterhin werden detaillierte Messungen der Inhomogenita¨ten in einem Bioprozeß im begasten
Ru¨hrkesselreaktor vorgestellt. In der schwach begasten Kultivierung einer Bakteriensuspensions-
kultur wurden ortsauflo¨send niedrige Gelo¨stsauerstoffkonzentrationen mit besonderer Meßtechnik
erfaßt. Anschließend werden weitere Simulationsergebnisse mit den Ergebnissen dieser eigenen
Messungen verglichen; es zeigt sich ebenfalls gute U¨bereinstimmung.
Eine Limitierung des Modells in seinem beschriebenen Entwicklungszustand liegt darin, daß
der Einfluß der Gasblasenstro¨mung auf die Flu¨ssigkeitsstro¨mung vernachla¨ssigt wird. Dies la¨ßt
sich durch eine logische Fortentwicklung des Modells beheben. Andere Eigenschaften des Modells
beschra¨nken seine Genauigkeit, ermo¨glichen aber eine massive Reduzierung des numerischen Auf-
wandes gegenu¨ber ho¨chstmo¨glicher Genauigkeit.
Fu¨r die Einbeziehung weiterer physikalischer Pha¨nomene (Blasenkoaleszenz) werden denkbare
Ansa¨tze diskutiert. Neben bestimmten Entwicklungsschritten zur Verbesserung des Modells sollten
in Zukunft weitere Validierungsexperimente gefunden und mit entsprechenden Simulationsrech-
nungen verglichen werden, um die Leistungsfa¨higkeit des entwickelten Modells in der Vorhersage
des Stoffaustausches und der Inhomogenita¨ten in begasten Ru¨hrkesseln zu u¨berpru¨fen.
Anhang B
Summary
Many processes in the chemical and biochemical engineering industry are run in stirred tank
reactors. This type of equipment has proven its applicability in many years for a large number of
different reactions and tasks in liquids. Mixing can be controlled flexibly by impeller design, size,
and speed. In addition, surface and bubble aeration can introduce a second phase with gaseous
reactants.
Mathematical modelling is an important tool during the planning of new production plants as
well as the optimisation of existing facilities. By formulating the functioning of single pieces of
equipment mathematically, the required time for the development cycle of a complete production
plant can often be reduced substantially.
In aerated stirred tank reactors, mixing and mass transfer between liquid and gas are the
important unit operations performed. The efficiency of the equipment in this respect can often
limit the total productivity of a whole production line.
Mathematical models of the mass transfer in those reactors most often neglect any spatial
variation of model variables throughout the reactor volume. Empirical correlations as well as
many of the more sophisticated reactor and reaction models assume complete mixedness. Purely
empirical coefficients are sometimes used to account for limited mixing effects.
Some modern structured models already account for inhomogeneities within a single reactor.
For this, information about the flow field within the reactor is needed. Either measured data
(spatial velocity and turbulence profiles) or numerically simulated flow information is used. In
the latter case, measurements of the flow velocities and turbulence quantities in the immediate
outflow of the impeller are usually the basis for the simulation of the fluid flow in the rest of the
tank volume.
The present thesis shows for the first time a numerical model of the transport and mass
transfer processes in aerated stirred tanks, at high spatial resolution, that enables the user to
make predictions for geometries and scales that have never been investigated in reality before.
The model uses fluid flow information that is gained from numerical simulation with the com-
mercial code FLUENT. In contrast to earlier work, no measured impeller data (impeller jet velocity
and turbulence profiles) are needed, but the detailed impeller geometry is used for a real prediction
of the flow field driven by its rotation.
Subsequently, a numerical model of similar spatial resolution is established for the turbulent
flow of the dispersed gas phase (bubbles). Within this, mass transfer and (turbulence dependent)
bubble disruptionn and their effect on the dispersed phase flow are considered. The bubbles’ flow
is calculated using the Eulerian/Lagrangian technique, which employs the calculation of many
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discrete bubble trajectories. Because of this, the broad distribution of size, composition and flow
behaviour of the dispersed phase at any position in the tank can be accounted for without any
simplification or assumption.
Basing on the detailed, spatially resolved prediction of the two-phase flow, dissolved oxygen
transfer, transport, and consumption are balanced numerically at every point in the reactor vol-
ume. This results in stationary spatial oxygen concentration profiles. Maximum and minimum
concentrations and the positions of their appearance can be detected, and the effects of the pre-
dicted inhomogeneities on the investigated process or bioprocess can be quantified and visualised
in various ways.
The thesis explains in detail the theoretical background and the stepwise development of the
complete numerical model. Certain model parameters are determined from own measurements,
and are compared to appropriate literature data. Good correspondence has been found.
Furthermore, detailed measurements of the dissolved oxygen concentration at different loca-
tions in an aerated stirred bioprocess have been performed using a new-type measurment equip-
ment for lowest dissolved oxygen concentrations. The results found are interpreted in the text,
and they are used to validate respective simulations of the investigated process states. Fairly good
agreement is found, with some weaknesses both in the model and the measurements showing up.
The most important limitation of the model is that it currently neglects the effect of the
dispersed phase (bubbles) on the liquid phase flow. This can be relieved by a consistent extension
of the existing model through some continued development work. Other properties of the model
affecting its accuracy enable its remarkable modesty with respect to computational resources.
Finally, some approaches for the inclusion of other physical phenomena such as bubble coales-
cence are discussed. Apart from certain development steps to improve the model where it has its
limitations today, other validation experiments should be found and used to investigate the power
of the model as a tool for the real prediction of mass transfer and inhomogeneities in aerated
stirred tank reactor processes.
Anhang C
Symbolverzeichnis
C.1 Lateinische Buchstaben
Gro¨ße Einheit Bedeutung
A 1 m2 Fla¨che, Phasengrenzfla¨che, Querschnittsfla¨che.
a 1 m
2
m3
= 1 m−1 Volumenbezogene (”spezifische“) Phasengrenzfla¨che; außerdem:
1 m
2
s ”Temperaturleitzahl“: a =
ζ
%·cp ; es ergibt sich dieselbe Einheit
wie fu¨r den Diffusionskoeffizienten D (vgl. hierzu Tabelle C.3 auf
Seite 192).
ap 1 ms2 Beschleunigung, die eine Partikel erfa¨hrt.
BΞ 1 Proportionalita¨tskonstante (”Vorfaktor“) in einer Gleichung zur
Bestimmung der (beliebigen) Gro¨ße Ξ.
b 1 Exponent, allgemein.
bZ 1 Exponent an einer Kennzahl Z in einer dimensionslosen Korrelati-
on.
C 1 Proportionalita¨tskonstante, allgemein.
Cw 1 Widerstandskoeffizient, z.B. bei der Ko¨rperumstro¨mung.
Cµ 1 Empirische Proportionalita¨tskonstante im k,-Turbulenzmodell;
Cµ = 0,09.
C1, C2 1 Dimensionslose Konstanten im k,-Turbulenzmodell; vgl. Ab-
schnitt 4.2.3.1, auf Seite 70.
c 1 kg
m3
Konzentration, allgemein.
c′ 1 kg
m3
Zeitgemitteltes Ausmaß der – durch Turbulenz hervorgerufenen –
stochastischen zeitlichen Schwankung einer lokalen Konzentration
einer gelo¨sten Substanz im stro¨menden Fluid.
cg 1 kgm3 Konzentration einer chemischen Substanz in einer gasfo¨rmigen Mi-
schung.
cl 1
kg
m3
Konzentration einer gelo¨sten Substanz in einer Flu¨ssigkeit.
c∗l 1
kg
m3
Sa¨ttigungskonzentration eines gelo¨sten Gases in einer Flu¨ssigkeit
beim herrschenden Partialdruck der Substanz im angrenzenden
Gasraum; vgl. Abschnitt 2.3, auf Seite 21.
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Gro¨ße Einheit Bedeutung
cp 1 m
2
s2·K = 1
J
kg·K Wa¨rmekapazita¨t bei konstantem Druck.
cs 1 kgm3 Massenkonzentration (”Partialdichte“) einer chemischen Kompo-
nente s in einem Fluid.
D 1 m Reaktor-, also Kesseldurchmesser.
D 1 m2s Diffusionskoeffizient, z.B. einer gelo¨sten Substanz in einer Flu¨ssig-
keit.
Dt 1 m2s Turbulenzbedingter, effektiver Diffusionskoeffizient einer Substanz
innerhalb einer turbulenten Stro¨mung.
d 1 m Ru¨hrerdurchmesser; außerdem:
Partikel-, auch Blasendurchmesser.
d10 1 m Nach Stu¨ckzahl gewichteter Mittelwert des Partikel- oder Blasen-
durchmessers.
d32 1 m Sauterdurchmesser, Verha¨ltnis aus summiertem Volumen und
summierter Oberfla¨che einer Anzahl Partikeln oder Blasen (vgl.
Abschnitt 2.2.3.1, auf Seite 17).
dBl. 1 m Blasendurchmesser.
dmax 1 m Maximaler stabiler Blasendurchmesser (in einem turbulenten Stro¨-
mungsfeld der umgebenden, kontinuierlichen Flu¨ssigkeit).
dp 1 m Partikeldurchmesser.
E(w) 1 m
3
s2
= [k
′]
[w] Wellenzahl- (w) -abha¨ngige Spektralfunktion des Turbulenz-Ener-
gie-Spektrums; E(w) =
dk′
dw
∣∣∣∣
w
.
F 1 kg m
s2
= 1 N Kraft, allgemein.
FA 1 kg ms2 = 1 N Auftriebskraft, die z.B. auf eine Blase wirkt.
FC 1 kg ms2 = 1 N Corioliskraft auf einem radial bewegte Masse in einem rotieren-
den Bezugssystem, FC = m·ω·ur .
Fw 1 kg ms2 = 1 N Widerstandskraft, z.B. bei der Umstro¨mung eines Ko¨rpers.
FZ 1 kg ms2 = 1 N Zentrifugalkraft in einem rotierenden Bezugssystem, FZ =
= m·ω2·r .
f 1 unabha¨ngiger Exponent, z.B. an einer dimensionslosen Gruppe;
außerdem:
1 s−1 = 1 Hz Frequenz turbulenzbedingter Geschwindigkeitsschwankungen
(spektral verteilte Gro¨ße; vgl. Abschnitt 4.1.1.1, auf Seite 55).
fµ 1 Da¨mpfungsfaktor, zur Anwendung auf die – z.B. nach dem k,-
Modell berechnete – Wirbelviskosita¨t, fu¨r die Modellierung des
wandnahen U¨bergangs von Turbulenz zur laminaren Grenzschicht.
G 1 Dimensionslose Gruppe / Kennzahl.
g 1 m
2
s Erdbeschleunigung; SI: g
!= 9,80665 m
2
s
1.
I 1 Fluoreszenzintensita¨t (relativ).
I0 1 Fluoreszenzintensita¨t (relativ) eines sauerstoffempfindlichen Farb-
stoffes bei ga¨nzlicher Abwesenheit von Sauerstoff.
1Ortsunabha¨ngige, einheitliche Definition im Rahmen des Syste`me International des Unite´s (SI).
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Gro¨ße Einheit Bedeutung
i 1 Einheitsvektor in X-Richtung eines kartesischen Koordinatensy-
stems, i = (1; 0; 0).
If 1 Falschlichtanteil bei der Fluoreszenzmessung.
J 1 kgs Massenstrom, allgemein.
Js 1 kgs Massenstrom einer chemischen Komponente s in einem Fluid durch
Diffusion oder durch konvektiven Transport.
Jxξ 1
kg
s Massenstrom (s.o., Js) an der Stelle x = xξ (ξ: Laufindex).
j 1 Einheitsvektor in Y-Richtung eines kartesischen Koordinatensy-
stems, j = (0; 1; 0).
j 1 kg
m2·s Massenstromdichte (fla¨chenbezogen).
jxξ 1
kg
m2·s Massenstromdichte (s.o., j) an der Stelle x = xξ (ξ: Laufindex).
KHe 1 Nm2 = 1 Pa Henrykoeffizient; Proportionalita¨tsfaktor zwischen dem Molen-
bruch (Stoffmengenanteil) eines gelo¨sten Gases in einer Flu¨ssigkeit
und dessen Partialdruck im angrenzenden Gasraum im Gleichge-
wichtszustand.
KM 1 [c] = kgm3 Konzentration halbmaximaler Umsatzrate bei der Beschreibung ei-
ner biochemischen Reaktions- bzw. Aufnahme-/Verbrauchskinetik
nach Monod (Zellkultivierung) bzw. Michaelis-Menten (En-
zymkinetik).
KSV 1 [pO2 ]
−1 Stern-Volmer-Konstante fu¨r die Fluoreszenzlo¨schung durch be-
stimmte chemische Verbindungen (z.B. Sauerstoff) an speziellen
Farbstoffen.
k 1 m
2
s2
= 1 Jkg Spezifische, d.h. auf die Fluidmasse bezogene, kinetische Energie
eines stro¨menden Fluides; ha¨ufig vereinfachte Schreibweise fu¨r die
folgende Gro¨ße:
k′ 1 m
2
s2
= 1 Jkg Spezifische, d.h. auf die Fluidmasse bezogene, kinetische Turbu-
lenzenergie; das ist die Energie in der turbulenzbedingten sto-
chastischen Bewegung, die der Hauptbewegung einer turbulenten
Stro¨mung u¨berlagert ist.
k 1 Einheitsvektor in Z-Richtung eines kartesischen Koordinatensy-
stems, k = (0; 0; 1).
kv 1 kgm·s2 = 1
J
m3
Volumenbezogene kinetische Energie eines stro¨menden Fluides.
L 1 m Charakteristische La¨nge eines mechanischen Turbulenzerzeugers.
l 1 m (Charakteristische) La¨nge, allgemein.
` 1 m Prandtlsche Mischungsla¨nge; mittlere freie Wegla¨nge eines
(durchschnittlichen) Turbulenzwirbels in einer turbulenten Stro¨-
mung.
`µ, ` 1 m Spezielle Turbulenzla¨ngenmaße im Ein-Gleichungs-Turbulenzmo-
dell nach Wolfstein.
M˜XyZ 1
kg
kmol Molmasse der chemischen Verbindung XyZ.
m 1 kg Masse, allgemein.
m˙ 1 kgs Massenstrom, zeitliche Massena¨nderung.
mBl. 1 kg Masse einer einzelnen Gasblase.
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Gro¨ße Einheit Bedeutung
mg 1 kg Gasmasse, z.B. der Gesamtheit aller Gasblasen in einem numeri-
schen Bilanz-Kontrollvolumen.
m˙g 1 kgs Gasmassenstrom, durch den Begaser (-ring) oder fu¨r eine einzelne
Trajektorie.
Ng 1 Dimensionslose Begasungskennzahl, s. Abschnitt C.3, auf Sei-
te 192.
n 1 s−1 Ru¨hrerdrehzahl; die Einheit bezieht sich auf ganze Umdrehungen;
außerdem:
Anzahl der Einzelwerte fu¨r eine Mittelwertbildung.
nb 1 Ein bestimmte Anzahl von Blasen, im Rahmen einer gewichteten
Mittelung.
OBl. 1 m2 Oberfla¨che einer einzelnen Gasblase.
OTR 1 kg
m3·s Volumenbezogene Sauerstoffu¨bertragungsrate (engl. “oxygen
transfer rate”).
P 1 kgm
2
s3
= 1 W Leistung (Energie je Zeit), allgemein; speziell: Ru¨hrerleistungsein-
trag
P0 1 kgm
2
s3
= 1 W Ru¨hrerleistungseintrag im unbegasten Betrieb.
Pg 1 kgm
2
s3
= 1 W Ru¨hrerleistungseintrag beim Reaktorbetrieb mit Blasenbegasung.
Pk 1 m
2
s3
Spezifische Produktion kinetischer Turbulenzenergie im k, -Tur-
bulenzmodell; vgl. Abschnitt 4.2.3, auf Seite 70.
p 1 N
m2
= 1 Pa Druck, allgemein; auch Partialdruck.
pO2 1 % LS Partialdruck gelo¨sten Sauerstoffs in wa¨ßriger Lo¨sung, bezogen auf
Luftsa¨ttigung (LS).
pv 1 kgm·s2 = 1 Pa Staudruck eines stro¨menden Fluides; identisch mit der volumenbe-
zogenen kinetischen Energie.
pH 1 1 Sa¨uregrad einer wa¨ßrigen Lo¨sung, negativer dekadischer Logarith-
mus der Hydronium- (H3O+-) -ionenkonzentration (vgl. Eintrag
”p“ in Abschnitt C.6, auf Seite 195).
qΞ 1 kgm3·s Volumenbezogene (”spezifische“) Verbrauchsrate einer (bio-) che-
mischen Reaktion bezu¨glich eines (beliebig ausgewa¨hlten) Reak-
tanden Ξ.
R 1 Jkmol·K Allgemeine Gaskonstante; R = 8314,41
J
kmol·K .
< 1 Jkg·K Spezielle Gaskonstante; R = <·M˜ .
r 1 m Radius, z.B. einer Blase.
S 1 kgs Massenquellterm.
s 1 m La¨nge, Wegstrecke (z.B. als Zirkulationsweg); vgl. auch das folgen-
de:
sv 1 kgm3·s Volumenbezogener Massenquellterm, sv =
S
V
; auch volumenbezo-
gene Quellterme anderer Gro¨ßen.
T 1 K Absolute, thermodynamische Temperatur.
t 1 s Zeit, allgemein.
tc 1 s Zirkulationszeit (s. Abschnitt 2.1.4, auf Seite 15).
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Gro¨ße Einheit Bedeutung
te 1 s Expositionszeit einzelner Flu¨ssigkeitselemente an der Phasengren-
ze (Oberfla¨chenerneuerungstheorie fu¨r den Stoffaustausch an Pha-
sengrenzfla¨chen, vgl. Abschnitt 2.3.2.2, auf Seite 24).
tm 1 s Mischzeit (s. Abchnitt 2.1.3, auf Seite 14).
tgm 1 s Mischzeit bei Reaktorbetrieb mit Blasenbegasung.
u′ 1 ms Zeitgemittelter Betrag der stochastischen Geschwindigkeits-
schwankungen durch Turbulenz; besonders bezogen auf die (in die-
ser Gro¨ße u¨berwiegenden, großen) Turbulenzwirbel der Taylor-
schen Gro¨ßenordnung (charakteristische Turbulenzla¨nge Λ).
u∗ 1 ms Charakteristische wandnahe Schergeschwindigkeit fu¨r die Model-
lierung turbulenter Stro¨mungen in Wandna¨he; u∗ =
√
τ/%
u+ 1 Dimensionslose Schergeschwindigkeit entlang einer Wand; u+ =
=
u
u∗
.
u 1 ms Vektorschreibweise einer gerichteten Geschwindigkeit in einem kar-
tesischen Koordinatensystem, u = (ux;uy;uz), |u| = u.
u′ 1 ms Vektorschreibweise fu¨r die turbulenzbedingten, stochastischen zeit-
lichen Schwankungen einer lokalen Stro¨mungsgeschwindigkeit in
einer turbulenten Stro¨mung.
ur 1 ms Geschwindigkeitskomponente in der radialen Richtung eines zylin-
drischen Koordinatensystems.
V 1 m3 Volumen, allgemein; auch Reaktor- bzw. Reaktions- (also Flu¨s-
sigkeits-) -volumen.
V˙ 1 m
3
s Volumenstrom, allgemein.
VBl. 1 m3 Volumen einer einzelnen Blase.
Vg 1 m3 Disperses Gasvolumen, das in Form von Blasen im flu¨ssigen Reak-
torinhalt verteilt ist.
V˙g 1 m
3
s Gasvolumenstrom, der durch den Begaser (-ring) sta¨ndig einge-
bracht wird.
V˙R 1 m
3
s (Flu¨ssigkeits-) Volumenstrom durch das vom Ru¨hrer u¨berstrichene
Gebiet, Ru¨hrerpumpleistung.
V˙ gR 1
m3
s Dieselbe Gro¨ße, fu¨r den Fall des Reaktorbetriebes mit Blasenbega-
sung.
v 1 ms Geschwindigkeit, allgemein.
v′ 1 ms Turbulenzbedingte (mittlere) Geschwindigkeitsschwankung; das
ist die mittlere Geschwindigkeit der turbulenzbedingten stocha-
stischen Bewegung, die der Hauptbewegung einer turbulenten
Stro¨mung u¨berlagert ist.
v0 1 ms Geschwindigkeit der kleinsten Turbulenzwirbel (an der Grenze des
Turbulenzspektrums zur viskosen Energiedissipation; vgl. λ0).
vRSp. 1 ms Ru¨hrerspitzengeschwindigkeit (tangentiale Geschwindigkeit der
Ru¨hrerblatt-Außenkante).
vΛ 1 ms Charakteristische Geschwindigkeit der großen, Taylorschen Tur-
bulenzwirbel.
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Gro¨ße Einheit Bedeutung
vλ 1 ms (Charakteristische) Geschwindigkeit der Turbulenzwirbel mit der
charakteristischen Turbulenzla¨nge (Wirbelgro¨ße, Wellenla¨nge) λ.
W 1 kgm
2
s2
= 1 J Arbeit (Energie), allgemein.
w 1 m−1 Wellenzahl, Kehrwert der Wellenla¨nge (z.B. bei der Diskussion des
Turbulenzspektrums).
wg0 1 ms Gasleerrohrgeschwindigkeit (Quotient aus dem Gasvolumenstrom
V˙g und einem horizontalen freien Apparatequerschnitt A).
x 1 m Ortskoordinate, z.B. quer zu einer Scherstro¨mung und somit ent-
lang dem Geschwindigkeitsgradienten.
xi,j 1 m Ortskoordinaten in senkrecht aufeinander stehenden Raumrichtun-
gen.
y 1 m Ortskoordinate normal (senkrecht) zu einer Wand.
y+ 1 Dimensionslose Ortskoordinate normal zur Wand; y+ = y·u
∗
ν
.
yg 1 Stoffmengenanteil (Molenbruch) einer Substanz in einem Gasge-
misch.
C.2 Griechische Buchstaben
Gro¨ße Einheit Bedeutung
α 1 kg
s3·K = 1
W
m2·K Wa¨rmeu¨bergangskoeffizient (an einer Grenzfla¨che).
β 1 ms Stoffaustauschkoeffizient, allgemein.
βl 1 ms Linearer Stoffaustauschkoeffizient; der Index l markiert die Annahme,
daß der gesamte Stofftransportwiderstand auf der Flu¨ssigkeitsseite der
Phasengrenze lokalisiert ist.
βla 1 s−1 Volumetrischer Stoffaustauschkoeffizient.
ΓΦ 1 m
2
s Diffusions- / Dispersionskoeffizient in einer Navier-Stokes-Glei-
chung fu¨r eine beliebige Erhaltungsgro¨ße Φ .
γ˙ 1 s−1 Schergradient, Schergefa¨lle.
~~γ 1 s−1 Alternative Tensorschreibweise fu¨r die Summe aller lokalen Schergra-
dienten in einer vollsta¨ndig dreidimensionalen Stro¨mung.
∆ξ 1 [ξ] Differenz zweier unterschiedlicher Werte der (beliebigen) Gro¨ße ξ.
δ 1 m (Flu¨ssigkeitsseitige) Grenzfilmdicke an einer Phasengrenze.
δij 1 ”Kroneckerdelta“, analoger Tensor zur Einheitsmatrix (bzw. zu den
Einheitsvektoren i, j, k).
 1 m
2
s3
= 1 Jkg·s Spezifische, d.h. auf die Fluidmasse bezogene Energiedissipationsra-
te in den kleinsten Turbulenzwirbeln; gleichzeitig (massenbezogener)
Energiefluß durch die Turbulenzwirbelklassen-Kaskade.
˜ 1 m
2
s3
= 1 Jkg·s Isotroper Anteil der spezifischen Turbulenzenergie-Dissipationsrate .
ε 1 Relativer Volumenanteil einer Phase, allgemein.
εg 1 Relativer Volumenanteil der (dispersen) Gasphase.
ζ 1 kg·m
s3·K = 1
W
m·K Wa¨rmeleitfa¨higkeit; die Einheit erkla¨rt sich aus dem Quotienten von
Wa¨rmestromdichte (in W
m2
) und Temperaturgradient (in Km ).
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Gro¨ße Einheit Bedeutung
Θ 1 Mischzeitcharakteristik, dimensionslose Mischzeit; siehe Abschnitt
C.3, auf Seite 192.
ϑL 1 s Lagrangesche Zeitskala; Charakteristikum fu¨r die mittlere Lebens-
dauer von Turbulenzwirbeln.
Λ 1 m Charakteristisches Turbulenz-La¨ngenmaß nach Taylor, gu¨ltig fu¨r
große Turbulenzwirbel (am ”Beginn“ der Turbulenz-Wirbel-Kaskade).
λ 1 m Charakteristische Turbulenzla¨nge (Wirbeldurchmesser) einer beliebi-
gen Klasse von Turbulenzwirbeln; Wellenla¨nge der entsprechenden
Klasse turbulenzbedingter Geschwindigkeitsschwankungen.
λ0 1 m Kolmogorovla¨nge; charakteristische Turbulenzla¨nge (Wirbeldurch-
messer) der kleinsten Turbulenzwirbel an der Grenze des Turbulenz-
spektrums zur viskosen Energiedissipation; somit auch Wellenla¨nge
der kleinsten Turbulenz”wellen“ im Turbulenzspektrum.
µ 1 kgm·s = 1 Pa·s dynamische [molekulare, laminare] Viskosita¨t.
µt 1 kgm·s = 1 Pa·s Turbulenzbedingte, apparente Viskostita¨t, die nach Boussinesq- und
Prandtl-Hypothese in turbulenter Stro¨mung zur laminaren, physika-
lischen (dynamischen) Viskosita¨t hinzukommt (vgl. Abschnitt 4.2.2.3,
auf Seite 68).
ν 1 m
2
s kinematische Viskosita¨t: ν =
µ
%
; es ergibt sich dieselbe Einheit
wie fu¨r den Diffusionskoeffizienten D(vgl. hierzu Tabelle C.3 auf Sei-
te 192).
νt 1 m
2
s Turbulenzbedingte, apparente kinematische Viskosita¨t, die . . . – vgl.
µt !
ξ 1 Platzhalter, Laufindex.
pi 1 Kreiskonstante; pi = 3,14159265358979 . . .
$ 1 Gaußverteilte Zufallszahl.
% 1 kg
m3
Dichte (”spezifisches Gewicht“, volumenbezogene Masse).
%l 1
kg
m3
Flu¨ssigkeitsdichte.
%p 1 kgm3 Dichte der dispersen Phase (Partikeln).
σ 1 kg
s2
= 1 Nm Grenzfla¨chenspannung zwischen zwei (nicht miteinander mischbaren)
Phasen; kann als fla¨chenbezogene Arbeit aufgefaßt werden (notwen-
dige Arbeit zur Schaffung neuer Grenzfla¨che,
dW
dA
), fu¨r die Einheit
ergibt sich dann [σ] = 1 J
m2
.
ςΦ 1 Dimensionsloses Verha¨ltnis aus der turbulenten, kinematischen Visko-
sita¨t νt und den Diffusionskoeffizienten ΓΦ fu¨r andere Erhaltungs-
gro¨ßen Φ , fu¨r die analoge Navier-Stokes-Gleichungen aufgestellt
werden ko¨nnen.
τ 1 N
m2
= 1 Pa Schubspannung, Wandschubspannung; außerdem:
1 s Zeit (allgemein), Verweilzeit.
τ0 1 s Charakteristisches Zeitmaß der kleinsten und schnellsten Ge-
schwindigkeitsschwankungen im Turbulenzspektrum; Kolmogorov-
Zeitmaß.
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Gro¨ße Einheit Bedeutung
τg 1 s Verweilzeit der dispersen Gasphase, also Gasblasen, im flu¨ssigen Re-
aktorinhalt.
τij 1 Nm2 = 1 Pa Schubspannungstensor in einer beliebigen dreidimensionalen Stro¨-
mung.
τ ′ij 1
N
m2
= 1 Pa Reynoldsscher Schubspannungstensor ; zusa¨tzliche Schubspannun-
gen in einer turbulenzbehafteten Stro¨mung; vgl. Abschnitt 4.2.2.1,
auf Seite 67.
Φ, φ 1 [Φ], 1 [φ] Platzhalter fu¨r eine beliebige (Erhaltungs-) Gro¨ße.
Ψ 1 kgms Impuls, Produkt aus Masse und Geschwindigkeit (Erhaltungsgro¨ße).
ψ˙ 1 kg
m·s2 = 1 Pa Impulsstromdichte (Impuls je Zeit und Querschnittsfla¨che); identisch
mit einer Schubpannung, also einer (tangential an einer, auch fiktiven,
Grenze wirkenden) Kraft je Fla¨che.
C.3 Dimensionslose Kennzahlen
Tabelle C.3 auf dieser Seite gibt eine systematische U¨bersicht der wichtigsten Kennzahlen.
Zahl Definition Name, ggf. Erla¨uterung
Bo =
v·l
D Bodensteinzahl; Produkt aus Re und Sc; Verha¨ltnis aus dem Stoff-transport durch Konvektion und demjenigen durch Diffusion2.
Fa =
g·l
v2
Fanningzahl; Kehrwert der bekannteren, folgenden Kennzahl:
Fr =
v2
g·l Froudezahl; Verha¨ltnis aus Tra¨gheitskra¨ften (impulsbehaftete Be-wegung) und Gewichtskra¨ften (Einfluß der Erdbeschleunigung).
Le =
a
D Lewiszahl; Verha¨ltnis aus Wa¨rmeleitung und Stoffdiffusion.
2Das analoge Gro¨ßenverha¨ltnis fu¨r den Wa¨rmetransport ist die Pe´cletzahl Pe.
Tabelle C.3: Systematische U¨bersicht der wichtigsten Kennzahlen.
Transport von . . .
Stoff Wa¨rme Impuls(
Konvektion
Diffusion/Leitung
)
Bo =
v·l
D Pe =
v·l
a
Re =
v·l
ν(
Viskosita¨t∗
Diffusion/Leitung
)
Sc =
ν
D Pr =
ν
a
Le =
a
D(
Austausch/U¨bergang
Diffusion/Leitung
)
Sh =
β·l
D Nu =
α·l
ζ
a =
ζ
%·cp
∗Viskosita¨t entspricht diffusivem Impulstransport. Die Kennzahlen der mittleren Zeile sind (dimensionslose)
Stoffeigenschaften. (Sie ko¨nnen allerdings durch Turbulenz apparent vera¨ndert werden [Intensivierung aller diffusiven
Transportpha¨nomene].) Die Kennzahlen Sc und Pr ergeben sich aus den daru¨berstehenden Zahlen (Bo und Pe),
indem die letzteren durch die Reynoldszahl Re dividiert werden.
C.3. DIMENSIONSLOSE KENNZAHLEN 193
Zahl Definition Name, ggf. Erla¨uterung
Ng =
V˙g
n·d3 Begasungskennzahl; Verha¨ltnis des Gasvolumenstromes vom Bega-ser zum Flu¨ssigkeitsvolumenstrom, der vom Ru¨hrer gepumpt wird.
NPu =
V˙R
d3·n Pumpkennzahl, dimensionslose Ru¨hrerpumpleistung; s. Abschnitt2.1.1, auf Seite 13.
Ne =
P
%·n3·d5 Newtonzahl, (Ru¨hrer-) Leistungskennzahl; s. Abschnitt 2.1.2, aufSeite 13.
Nu =
α·l
ζ
Nusseltzahl; Verha¨ltnis aus Wa¨rmeu¨bergang (an einer Grenzfla¨che)
und Wa¨rmeleitung3.
Pe =
v·l·%·cp
ζ
=
v·l
a
Pe´cletzahl; Produkt aus Re und Pr; Verha¨ltnis aus konvektivem
Wa¨rmetransport und Wa¨rmeleitung4.
Pr =
µ·cp
ζ
=
ν
a
Prandtlzahl; Verha¨ltnis aus diffusivem Impulstransport (Visko-
sita¨t) zu diffusivem Wa¨rmetransport (durch Wa¨rmeleitung)5.
Prt =
µt·cp
ζ
Apparente Schmidtzahl in voll turbulenter Stro¨mung.
Re =
v·l·%
µ
Reynoldszahl, allgemein; Verha¨ltnis aus Tra¨gheits- und Za¨higkeits-
kra¨ften.
Rep =
v·dp
ν
Partikel-Reynoldszahl fu¨r die Umstro¨mung einer Partikel durch
ein Fluid.
ReR =
n·d2·%
µ
Ru¨hrer-Reynoldszahl, ergibt sich aus der Definition fu¨r die Ru¨hrer-
spitzengeschwindigkeit vRSp. = 2pi·n·d6.
Re =
k2
ν· Reynoldszahl zur Charakterisierung einer Stro¨mung aus den Bi-lanzgro¨ßen (k und ) des k,-Turbulenzmodells.
Reλ =
λ·vλ
ν
Reynoldszahl fu¨r die Turbulenzwirbel der charakteristischen Tur-
bulenzla¨nge (Wirbelgro¨ße, Wellenla¨nge) λ und der charakteristi-
schen Geschwindigkeit vλ.
Sc =
ν
D =
µ
D·% Schmidtzahl; Verha¨ltnis aus Impulstransport (diffusiv, also querzur Stro¨mung, entlang einem Schergefa¨lle) und Stofftransport (eben-
falls diffusiv, entlang einem treibenden Konzentrationsgradienten)7.
Sct =
µt
%·Dt = 0,7 Apparente Schmidtzahl in voll turbulenter Stro¨mung; der Zahlen-wert ist experimentell gewonnen und hat weitreichende Gu¨ltigkeit.
Sh =
βl·l
D Sherwoodzahl; Verha¨ltnis aus Stoffu¨bergang (durch eine Phasen-grenze) zu Stoffdurchgang (Diffusion durch ein kontinuierliches Me-
dium)8.
3Das analoge Gro¨ßenverha¨ltnis fu¨r den Stofftransport ist die Sherwoodzahl Sh. Vergleiche auch Fußnote 8.
4Das analoge Gro¨ßenverha¨ltnis fu¨r den Stofftransport ist die Bodensteinzahl Bo.
5Das analoge Gro¨ßenverha¨ltnis fu¨r den Stofftransport ist die Schmidtzahl Sc.
6Der konstante Faktor 2pi wird bei der Bildung der Kennzahl bewußt weggelassen.
7Das analoge Gro¨ßenverha¨ltnis fu¨r den Wa¨rmetransport ist die Prandtlzahl Pr.
8Zahlenwerte fu¨r diese Kennzahl sollten nur dann miteinander verglichen werden, wenn die korrekte und konsi-
stente Wahl der charakteristischen La¨nge l gesichert ist. Das analoge Gro¨ßenverha¨ltnis fu¨r den Wa¨rmetransport ist
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Zahl Definition Name, ggf. Erla¨uterung
We =
%·v2·d
σ
Weberzahl; Verha¨ltnis von Tra¨gheits- (Bewegungs-) und Ober-
fla¨chenspannungskra¨fen.
Wekrit. =
%· 23 ·d
5
3
max
σ
Kritische, turbulenzbezogene Weberzahl, bei deren U¨berschreitung
Blasenzerteilung eintritt.
Θ = tm·n Mischzeitcharakteristik, dimensionslose Mischzeit; vgl. Abschnitt
2.1.3 auf Seite 15. Diese Gro¨ße ist die Anzahl der Ru¨hrerumdrehungen,
die zum Erreichen des Homogenita¨tskriteriums in der Mischzeitbestim-
mung erforderlich sind.
C.4 Indizes
Abk. Bedeutung
0 • Bei Reaktorbetrieb ohne Blasenbegasung.
• Bezogen auf die kleinsten Turbulenzwirbel (energiedissipierender Turbulenzbereich
nach Kolmogorov).
• Zu Beginn (z.B. der Lebensdauer einer Blase).
• Siehe unter g0 .
10 Stu¨ckzahlgewichteter Mittelwert; vgl. oben, d10.
32 Mittelwert nach Sauter; vgl oben, d32.
A Auftriebsbedingt.
C Coriolis-; z.B. FC, Corioliskraft.
c Zirkulation (z.B. -szeit).
e Exposition (z.B. -szeit).
g Bezogen auf die (disperse) Gasphase; als Hochindex sowie am Symbol P : Bezugnehmend
auf den Reaktorbetrieb mit Blasenbegasung.
g0 Im Symbol wg0: Spezifikation einer Gasgeschwindigkeit als Leehrrohrgeschwindigkeit.
He Verweis auf das Henrysche Gesetz (vgl. Abschnitt 2.3, auf Seite 21).
i Unabha¨ngiger Laufindex, besonders zur Indizierung von Raumrichtungen (Vektor- und
Tensornotation).
j Unabha¨ngiger Laufindex, besonders zur Indizierung von Raumrichtungen (Vektor- und
Tensornotation).
krit. ”Kritisch“, Grenzwert, bei dessen U¨ber- oder Unterschreitung z.B. ein bestimmtes Er-
eignis eintritt; z.B.: kritische Weberzahl Wekrit. fu¨r die turbulenzbedingte Blasenzertei-
lung.
l Bezogen auf die Flu¨ssigkeit, oder gu¨ltig fu¨r/in der Flu¨ssigkeit; zu βl s. dort; außerdem:
Unabha¨ngiger Laufindex, wie i und j .
L Lagrange.
m Vermischung (z.B. Mischzeit).
max Maximal, z.B. maximaler stabiler (Blasen-) Durchmesser dmax.
p Bei konstantem Druck.
R Ru¨hrer (z.B. bei der Ru¨hrerpumpleistung V˙R).
die Nusseltzahl Nu.
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Abk. Bedeutung
RSp. Ru¨hrerblatt-Außenkante (z.B. in vRSp. fu¨r die sog. Ru¨hrerspitzengeschwindigkeit).
r In radialer Richtung eines zylindrischen Koordinatensystems.
t Turbulenzbedingt; in einer turbulenzbehafteten Stro¨mung.
v Bedingt durch Bewegung, ”kinetisch“ (z.B. Staudruck pv).
w W iderstand, z.B. bei Ko¨rperumstro¨mung.
Z Zentrifugal-, z.B. FZ, Zentrifugalkraft.
Λ Bezogen auf die großen Turbulenzwirbel (Taylorsche Turbulenzklasse).
λ Bezogen auf eine Turbulenz(wirbel)klasse der charakteristischen La¨nge (Wirbelgro¨ße,
Wellenla¨nge) λ.
µ Im Symbol Cµ : (Konstante) zur Bestimmung von µ .
ξ Platzhalter, Laufindex.
C.5 Sonstige Abku¨rzungen
Abk. Bedeutung
. . . (Arithmetischer) Mittelwert, zeitgemittelt, volumengemittelt.
ATP Adenosin-Tri-Phosphat; eine energiereiche chemische Verbindung mit zentraler Bedeu-
tung im Energiestoffwechsel aller lebenden Organismen.
6BSR Sechs-Blatt-Scheiben-Ru¨hrer, Rushton-Turbine.
LS Luftsa¨ttigung (100%-Bezugspunkt fu¨r relative Sauerstoffpartialdru¨cke [pO2 ]).
OTR “oxygen transfer rate”, Sauerstoffu¨bertragungsrate; siehe Abschnitt C.1 (Seite 185).
p (in ”pH“:) potentia, negativer dekadischer Logarithmus (”H“: der Hydronium- (H3O
+-)
-ionenkonzentration; vgl. Eintrag ”pH“ in Abschnitt C.1 auf Seite 188).
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Anhang D
Herleitungen
D.1 Ru¨hrerleistung
Die mechanische Leistung P einer Bewegung mit der Geschwindigkeit v gegen eine Widerstands-
kraft Fw ist:
P = Fw·v (D.1 - 1)
Als charakteristische Geschwindigkeit dient beim Ru¨hrer die Ru¨hrerspitzengeschwindigkeit vRSp. =
pi·n·d. Die Widerstandskraft Fw bei der Umstro¨mung eines Ko¨rpers ergibt sich aus der Quer-
schnittsfla¨che A des Ko¨rpers und dem Staudruck ∆p des Fluides:
Fw = Cw·A·∆p (D.1 - 2)
∆p =
%
2
·v2 (D.1 - 3)
Nimmt man fu¨r die Geschwindigkeit wiederum die Ru¨hrerspitzengeschwindigkeit vRSp. = pi·n·d,
und ersetzt man die Anstro¨mfla¨che A dimensionsrichtig durch das Quadrat des Ru¨hrerdurchmes-
sers d, so ergibt sich:
∆p =
%
2
·(pind)2 (D.1 - 4)
Fw = Cw·%2 ·(pin)
2d4 (D.1 - 5)
P = Cw·%2 ·(pin)
3d5 (D.1 - 6)
Gleichung D.1 - 6 gibt eine grundsa¨tzliche Formulierung fu¨r den mechanischen Leistungseintrages
eines Ru¨hrers. Der Widerstandsbeiwert Cw und alle Konstanten in Gleichung D.1 - 6 ko¨nnen zur
Ru¨hrerleistungs- oder Newtonkennzahl Ne zusammengefaßt werden:
P = Ne·%·n3·d5 (D.1 - 7)
Weitere Einzelheiten zu dieser Kennzahl und Ihren Abha¨ngigkeiten finden sich in Abschnitt 2.1.2
auf Seite 13
D.2 Emulsionsherstellung
In Abschnitt 1.4.1 (Seite 8) wird die Maßstabsvergro¨ßerung eines Ru¨hrreaktors fu¨r einen Prozeß
diskutiert, der die Bildung einer Emulsion erfordert. Bei der Maßstabsvergro¨ßerung soll zum einen
197
198 ANHANG D. HERLEITUNGEN
der volumetrische Leistungseintrag (PV ) konstant gehalten werden, und zum anderen die Zirku-
lationszeit (tc) der Emulsion (vgl. den zitierten Abschnitt). Neben der Ru¨hrerdrehzahl n ist fu¨r
den Großreaktor, abweichend von vollsta¨ndiger geometrischer A¨hnlichkeit, ein neues Durchmes-
serverha¨ltnis dD (Ru¨hrer zu Ru¨hrbeha¨lter) zu ermitteln.
Ein Berechnungsansatz fu¨r die Zirkulationszeit ergibt sich aus dem Verha¨ltnis von Reaktorvo-
lumen (V ∼ D3) zu Ru¨hrerpumpleistung (V˙R ∼ n·d3):
tc ∼ D
3
n·d3 (D.2 - 8)
Der volumetrische Leistungseintrag ergibt sich, z.B. aus dimensionsanalytischer Betrachtung,
gema¨ß folgender Beziehung (vgl. Abschnitt D.1, auf Seite 197):
P
V
∼ n
3·d5
D3
(D.2 - 9)
Diese beiden charakteristischen Gro¨ßen (tc und PV ) sind bei der Maßstabsvergro¨ßerung konstant zu
halten. Wa¨hlt man fu¨r Labor- und Produktionsreaktor die Indizes 1 und 2, so gelten also folgende
Gleichungen (der Ausdruck aus der Beziehung D.2 - 8 fu¨r die Zirkulationszeit wurde invertiert):
n1·d31
D31
=
n2·d32
D32
(D.2 - 10)
n31·d51
D31
=
n32·d52
D32
(D.2 - 11)
Gleichung D.2 - 10 la¨ßt sich folgendermaßen umstellen:
d1
d2
= 3
√
D31·n2
D32·n1
=
D1
D2
· 3
√
n2
n1
(D.2 - 12)
Gleichung D.2 - 11 la¨ßt sich in a¨hnlicher Weise auflo¨sen:
n1
n2
= 3
√
D31·d52
D32·d51
=
D1
D2
· 3
√
d52
d51
=
D1
D2
·
(
d2
d1
)5
3
(D.2 - 13)
Der Kehrwert von Gleichung D.2 - 13 wird nun in die Wurzel des rechten Teils von Glei-
chung D.2 - 12 eingesetzt:
d1
d2
=
D1
D2
· 3
√√√√D2
D1
· 3
√
d51
d52
=
(
D1
D2
)2
3 ·
(
d1
d2
)5
9
(D.2 - 14)
⇔
(
d1
d2
)4
9
=
(
D1
D2
)2
3
∣∣∣∣∣∣ () 94 (D.2 - 15)
⇔ d1
d2
=
(
D1
D2
)3
2
(D.2 - 16)
Der Kehrwert dieses Ergebnisses la¨ßt sich schließlich in die Klammer des rechten Teils von Glei-
chung D.2 - 13 einsetzen:
n1
n2
=
D1
D2
·
(
D1
D2
)−32 ·53
(D.2 - 17)
⇔ n1
n2
=
(
D1
D2
)−32
(D.2 - 18)
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Gleichungen D.2 - 16 und D.2 - 18 beschreiben, wie Ru¨hrerdurchmesser d und -drehzahl n bei der
Maßstabsvergro¨ßerung zu wa¨hlen sind, damit die oben und in Abschnitt 1.4.1 (Seite 8) festgelegten
Kriterien eingehalten werden.
D.3 Begasung und scale-up
Am Ende von Abschnitt 2.3.3.2 (Seite 27) wurde – unter Berufung auf Nienow (1990) [221] – be-
hauptet, daß sich bei einer geometrisch a¨hnlichen Maßstabsvergro¨ßerung mit konstanter volumetri-
scher Begasungsrate V˙gV die Begasungskennzahl Ng vera¨ndert. Dies soll im folgenden demonstriert
werden.
Die Begasungskennzahl ist folgendermaßen definiert:
Ng =
V˙g
n·d3 (D.3 - 19)
Die Konstanthaltung der volumetrischen Begasungsrate bedeutet bei einer geometrisch a¨hnlichen
Maßstabsvergro¨ßerung (d ∼ D) folgendes:
V˙g
V
= const.⇔ V˙g ∼ V ∼ D3 ∼ d3 (D.3 - 20)
Die letzte Proportionalita¨t ergibt mit der vorangegangenen Gleichung:
Ng ∼ 1
n
(D.3 - 21)
Die Drehzahl n wird bei der Maßstabsvergro¨ßerung nach bestimmten Regeln eingestellt. Die am
weitesten verbreitete Regel fu¨r die Maßstabsvergro¨ßerung begaster Bioprozesse ist die Konstant-
haltung des Leistungseintrages. Soweit angenommen werden kann, daß der Ru¨hrer auch im großen
Reaktor voll turbulent arbeitet, ist die Newton- oder Leistungskennzahl konstant. Mit Glei-
chung D.1 - 6 (Seite 197) gilt dann folgendes:
P
V
∼ Ne·%·n
3·d5
d3
∼ n3·d2 = const. (D.3 - 22)
Die letzte Gleichung in dieser Zeile la¨ßt sich nach n auflo¨sen:
n = d−
2
3 (D.3 - 23)
. . . und das Ergebnis in Gleichung D.3 - 21 einsetzen:
Ng ∼ d 23 (D.3 - 24)
Eine alternative Regel fu¨r die Maßstabsvergro¨ßerung ist die Konstanthaltung der Ru¨hrerspit-
zengeschwindigkeit:
n·d = const.⇔ n ∼ 1
d
(D.3 - 25)
Dies wird, wie gezeigt, nach n aufgelo¨st (n ∼ d−1) und in Gleichung D.3 - 21 eingesetzt. Man
erha¨lt:
Ng ∼ d (D.3 - 26)
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In beiden Fa¨llen der geometrisch a¨hnlichen Maßstabsvergro¨ßerung (mit unterschiedlichen
Regeln fu¨r die Einstellung der Drehzahl) wa¨chst also die Begasungskennzahl des betrachteten
Ru¨hrers erheblich mit dem Maßstab. Sofern die Grenze zur U¨berflutung des Ru¨hrers als von der
Reynoldszahl unabha¨ngig angenommen werden kann, reduziert sich der Abstand zwischen einem
gewa¨hlten Arbeitspunkt und der U¨berflutungsgrenze.1 Bei sehr weitreichender Maßstabsvergro¨ße-
rung (um einen großen Faktor) kann auch der Anwendungsbereich des Ru¨hrers als Gasdispergieror-
gan u¨berschritten werden. Hier kann dann eine Abkehr von der Maßstabsvergro¨ßerung mit strikter
geometrischen A¨hnlichkeit helfen. Ein gro¨ßerer Ru¨hrer kann mit geringeren Drehzahlen laufen und
gro¨ßere Gasmengen dispergieren. Weiterhin sind hier besondere Ru¨hrerbauformen zu beachten, die
speziell fu¨r eine stabile Gasdispergierung entwickelt wurden (vgl. hierzu Abschnitt 2.2.5 auf Sei-
te 20).
D.4 Dynamische βla-Messung
Bei der Messung des zeitlichen Verlaufs einer Gro¨ße mit einer zeitverzo¨gernden Sonde entstehen
Meßfehler. Aus den Meßdaten kann aber die Zeitkonstante der Sonde ermittelt werden; ihr Einfluß
kann dann bei der Ermittlung der Zeitkonstante fu¨r den untersuchten Vorgang eliminiert werden.
Ein bekanntes Beispiel ist die Messung der Gelo¨stsauerstoffkonzentration in einem begasten Re-
aktor nach dem Wechsel der Begasung von Stickstoff auf Luft oder umgekehrt. Aus dem zeitlichen
Verlauf der Sauerstoffkonzentration im Reaktor kann spa¨ter der volumetrischen Stoffu¨bergangsko-
effizient βla bestimmt werden.
Das Problem wurde bereits fru¨her bearbeitet [198]; es wurde empfohlen, die Zeitkonstante der
Sauerstoffelektrode separat zu bestimmen, so daß die spa¨ter gewonnenen Meßdaten mit der gefun-
denen Verzo¨gerungsfunktion ”ru¨ckgefaltet“ werden ko¨nnen. Da das Signal einer Clark-Elektrode
von vielen Faktoren einschließlich Viskosita¨t und Anstro¨mgeschwindigkeit abha¨ngt, ist die Bestim-
mung der Zeitkonstante aber selbst ein fehleranfa¨lliges Unterfangen. Im folgenden soll deswegen
eine andere Methode gezeigt werden, die die Zeitkonstante τ der Elektrode und den Stoffaustausch-
koeffizient βla gemeinsam aus einem Datensatz ermittelt:
Der Verlauf der Sauerstoffkonzentration im Reaktor gehorcht folgender Differentialgleichung:
dcl(t)
dt
= βla·(c?l − cl(t)) (D.4 - 30)
Durch Umstellen erha¨lt man:
1
βla
·c˙l(t) + cl(t) = c?l (D.4 - 31)
1Die Ru¨hrerreynoldszahl a¨ndert sich bei der geometrisch a¨hnlichen Maßstabsvergro¨ßerung mit den genannten
Drehzahlregeln ebenfalls:
Es gilt die folgende Definition der Reynoldszahl fu¨r Ru¨hrer:
ReR =
n·d2
ν
(D.3 - 27)
Mit Gleichung D.3 - 25 und Gleichung D.3 - 23 ergeben sich die folgenden Proportionalita¨ten fu¨r Re:
ReR ∼ d 43 (D.3 - 28)
. . . bzw.:
ReR ∼ d (D.3 - 29)
Dies zeigt, daß insbesondere bei Laborreaktoren besonders zu fragen ist, ob der Ru¨hrer bereits genauso im volltur-
bulenten Betrieb arbeitet, wie er es im (geometrisch a¨hnlich maßstabsvergro¨ßerten) Produktionsreaktor tun wird.
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Hierauf la¨ßt sich die Laplace-Transformation anwenden, und es ergibt sich [260]:
F1(s) =
1
1 + sβla
(D.4 - 32)
Die verzo¨gernde Wirkung der Sauerstoffelektrode wird regelungstechnisch als ein Verzo¨gerungsglied
erster Ordnung aufgefaßt; fu¨r die angezeigte Sauerstoffkonzentration cAnz. ergibt sich eine sehr
a¨hnliche Differentialgleichung:
dcAnz.(t)
dt
=
1
τ
·(cl(t)− cAnz.(t)) (D.4 - 33)
Hierfu¨r ergibt die Laplace-Transformation:
F2(s) =
1
1 + s·τ (D.4 - 34)
Der Wechsel der Begasung von Stickstoff nach Luft bewirkt eine sprunghafte A¨nderung der Gleich-
gewichtskonzentration c?l .
2 Dies wird durch die Sprunfunktion 1(t) ausgedru¨ckt. Die U¨bertragungs-
funktion aus der Laplace-Transformation hierfu¨r ist F3(s) = 1s .
Durch Multiplizieren dieser drei U¨bertragungsfunktionen Fi erhalten wir die Gesamtu¨bertra-
gungsfunktion fu¨r das Signal der Sauerstoffelektrode beim Begasungswechsel:
F (s) =
1
1 + sβla
· 1
1 + s·τ ·
1
s
(D.4 - 35)
Die inverse Laplace-Transformation ergibt [321]:
cAnz.(t) = −βla·τ ·e
− t
τ − e−βla·t − βla·τ + 1
βla·τ − 1 ·1(t) (D.4 - 36)
Fu¨r einen beliebigen Konzentrationssprung zum Zeitpunkt t = 0, der die Gleichgewichtskon-
zentration c?l von cl,0 auf cl,1 wechseln la¨ßt, gilt:
cAnz.(t) = cl,0 − βla·τ ·e
− t
τ − e−βla·t − βla·τ + 1
βla·τ − 1 ·1(t)·(cl,1 − cl,0) (D.4 - 37)
Mit dieser Funktion wurden die Meßdaten in Abbildung 6.10 (auf Seite 141, s. Abschnitt 6.8.4)
angena¨hert und die Werte fu¨r βla und τ (die Zeitkonstante der Elektrode) bestimmt.
2Verweilzeitverteilung und Vermischungsverhalten der Gasphase werden vernachla¨ssigt; beide haben in einfachen
Laborreaktoren Zeitkonstanten, die an dieser Stelle vernachla¨ssigt werden ko¨nnen (klein gegenu¨ber βla).
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Anhang E
Erga¨nzungen
Dieses Kapitel entha¨lt Anmerkungen und Erga¨nzungen zu einigen Teilen dieser Arbeit. Sie sollen
demjenigen Leser dienen, der vertieftes Interesse an bestimmten Details der ausgefu¨hrten Mo-
dellentwicklung und Experimente oder daraus abgeleiteter U¨berlegungen und Erkenntnisse hat.
E.1 Messung des Stoffu¨bergangs
Fu¨r den volumetrischen Stoffaustauschkoeffizienten wurden zahllose Meßmethoden entwickelt und
vero¨ffentlicht. Sie zusammenzufassen soll nicht Aufgabe dieser Arbeit sein. Entsprechende U¨ber-
sichten finden sich z.B. in [178, 250, 263, 277, 282].
E.1.1 Meßprinzipien
Gleichung 2.3 - 12 (Seite 22) legt zwei prinzipielle Vorgehensweisen nahe, na¨mlich eine zeitabha¨ngi-
ge und eine stationa¨re. In beiden Fa¨llen stellt man einen treibenden Konzentrationsgradienten her.
E.1.1.1 Instationa¨re Verfahren
Bei der zeitabha¨ngigen Methode beobachtet man, wie sich durch den Stoffu¨bergang die Konzentra-
tion cl in der freien Flu¨ssigkeit vera¨ndert. Durch diese A¨nderung a¨ndert sich auch permanent der
treibende Konzentrationsunterschied; die Konzentration cl na¨hert sich infinitesimal an c∗l an. Die
Zeitkonstante dieses asymptotischen Ausgleichsprozesses (Relaxationskonstante) ist identisch mit
dem βla. Bereits 1967 wurde diese Methode zur Anwendung in Fermentationen beschrieben [26].
Neben dem einfachen Wechsel der Gaszufuhr zwischen Stickstoff und Luft wurde auch die
Methode beschrieben, gleichzeitig Gaszufuhr und Umwa¨lzung in Gang zu setzen, nachdem die
Kultur vorher ungeru¨ht und unbegast anaerob geworden ist.
In großen Reaktoren versagen beide Methoden; als Alternative werden Wechsel in der Ru¨h-
rerdrehzahl [204] oder im Reaktorkopfdruck [176] vorgeschlagen. Letztere Methode variiert die
Sa¨ttigungskonzentration c∗l u¨ber das Henrysche Gesetz. Sie fu¨hrt aber zu u¨berho¨hten Meßwerten,
weil hier auch sehr kleine Blasen zum Stoffu¨bergang beitragen; zur Begasung eines realen Prozesses
ko¨nnen sie aber wegen ihrer langen Verweilzeit und ihrer raschen Sauerstoffverarmung keinen
Beitrag leisten.
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E.1.1.2 Stationa¨re Verfahren
Bei der stationa¨ren Methode erha¨lt man die Konzentrationsdifferenz aufrecht, indem man
fortwa¨hrend Sauerstoff in die freie Flu¨ssigkeit eintra¨gt (z.B. chemische Freisetzung durch Katalyse
von Wasserstoffperoxid [318]) oder in ihr verbraucht (chemisch katalysierte Oxidation von Sulfit1
oder Hydrazin [323], Kultivierung geeigneter aerober Mikroorganismen [3, 145]). Im stationa¨ren
Fließgleichgewicht nimmt man an, daß Sauerstoffverbrauchs- (oder -freisetzungs-) und -u¨bertra-
gungsrate gleich sind. Mindestens eine dieser beiden ha¨ngt von der Konzentration cl ab; aus deren
Wert und der Austauschrate la¨ßt sich βla errechnen.
In der Literatur findet man ausfu¨hrliche Vergleiche stationa¨rer und instationa¨rer (dynamischer)
Meßverfahren miteinander [179], wobei auch besonders auf die jeweils relevanten Fehlerquellen
eingegangen wird [283].
E.1.2 Unsicherheiten
Wa¨hrend der Messung herrschen generell gewisse Inhomogenita¨ten bezu¨glich der Konzentrationen
in Gas- und Flu¨ssigkeitsphase. Bei der Auswertung der Meßdaten mu¨ssen diese durch vereinfa-
chende Modellannahmen ersetzt werden.
Auf den (meßbaren) Stoffu¨bergang haben vier Gro¨ßen Einflu¨sse: βl, a, cl und c∗l . All diese
Gro¨ßen sind aber innerhalb des Reaktorvoluments nicht konstant verteilt.
E.1.2.1 Gasphasenvermischung
Bezu¨glich der dispersen Gasphase werden verschiedene Modellverstellungen verwendet, die zu un-
terschiedlichen βla–Werten aus denselben Rohdaten fu¨hren [151, 276, 263]. (Annahme idealer
Durchmischung und konstanten Sauerstoffanteils im Gas, Kolbenstro¨mung des Gases im Reaktor,
oder realistischere Zwischenformen.)
Zur Lo¨sung dieser Problematik wurde vorgeschlagen, den zeitlichen Konzentrationsverlauf
gleichzeitig in Flu¨ssigkeit und Reaktorabgas zu verfolgen [55]; spa¨ter wurde aber gezeigt, daß
diese Idee nur dann brauchbar ist, wenn die Gasphase strikt monodispers ist2 [177].
Weiterhin ko¨nnen bei einer dispersen Phase einzelne Partikel (Blasen) derselben Phase (Gas)
trotz zeitlicher und ra¨umlicher Na¨he sehr unterschiedliche Zusammensetzungen aufweisen. (Dies
geht dann auf unterschiedliche ”Vorgeschichten“ der einzelnen Partikel zuru¨ck.) Die Gasphasen-
konzentration cg und die davon abha¨ngige Gleichgewichtskonzentration c∗l ko¨nnen also keinesfalls
tatsa¨chlich als Konstanten angesehen werden.
Die Probleme der ra¨umlich und von Blase zu Blase variierenden Gasphasenzusammensetzung
verschwinden, wenn statt Luft oder einer Gasmischung ein reines Gas benutzt wird [234]. Die
Dispersionseigenschaften werden hiervon aber u.U. beeinflußt, so daß auch so nicht immer re-
pra¨sentative Ergebnisse fu¨r den Stoffaustauschkoeffizienten (βla) gewonnen werden ko¨nnen.
E.1.2.2 Flu¨ssigkeitsvermischung
Fu¨r die Flu¨ssigkeit wird bei der Messung von βla–Werten in den meisten Fa¨llen vollsta¨ndige
Homogenita¨t angenommen, obwohl diese oft nicht vollsta¨ndig gegeben ist. Wie die vorliegende
1Die sogenannte Sulfitoxidationsmethode zur Bestimmung des volumetrischen Stoffaustauschkoeffizienten βla
ist umstritten [314]; die chemische Reaktion la¨uft so schnell ab, daß es zu einer chemischen Beschleunigung des
Absorptionsprozesses (Stoffaustauschvorgangs) kommt.
2Das bedeutet, daß alle Blasen denselben Durchmesser haben.
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Arbeit demonstriert, sind gerade in großen Reaktoren, zumindest mit der stationa¨ren Meßmethode,
große permanente Konzentrationsunterschiede innerhalb der Flu¨ssigkeit zu erwarten.
Weiterhin sind auch die beiden Stoffaustauschparameter βl und a keine ortsunabha¨ngigen
Konstante. Die Gasphase ist gewo¨hnlich nicht absolut gleichma¨ßig im Reaktor verteilt (extreme
Ansammlung hinter den Ru¨hrerbla¨ttern, geringe Anteile in der Na¨he des Reaktorbodens). Da
weiterhin, bedingt durch (turbulente) Blasenzerteilung und (in reinen Medien) Blasenkoaleszenz
die Blasengro¨ße eine mehr oder weniger breit verteilte Gro¨ße ist, muß a erheblich mit dem Ort
variieren.
Und auch der Stoffu¨bergangskoeffizient βl muß mit dem Ort im Reaktor variieren. Er ha¨ngt
na¨mlich von der (lokalen) spezifischen Energiedissipationsrate  (und nach einem Modell zusa¨tzlich
von der [lokalen] kinetischen Turbulenzenergie k) ab. Diese Gro¨ße(n) sind ebenfalls ra¨umlich stark
ungleichma¨ßig verteilt, da nur am Ru¨hrer Turbulenz produziert wird.
Diese Anmerkungen zeigen, daß der βla–Wert als konzentrierter Parameter immer nur ein
Na¨herungswert sein kann, der von geometrischen und Betriebsparametern abha¨ngt. Eine genau
Voraussage auf Grund anderer konzentrierter Parameter (mechanischer Leistungseintrag) erscheint
nur bei genauer Beibehaltung der geometrischen A¨hnlichkeit aussichtsreich.
E.2 Sauerstoffaffinita¨t
E.2.1 Oxidasen
Elementarer Sauerstoff kommt im wesentlichen am Ende der Atmungskette mit dem Stoffwechsel
der Zelle in Verbindung. Hier u¨bertra¨gt eine Oxidase Elektronen aus der Atmungskette auf Sau-
erstoffmoleku¨le. Sie u¨bernimmt die Elektronen von einem Cytochrom, ebenfalls einem Element
der Atmungskette. Es sind verschiedene Cytochrome bekannt, und mit ihnen auch verschiedene
Cytochrom-Oxidasen. Fu¨r die Backhefe werden die Cytochrome a, a3, b und c diskutiert [101]; die
spezifische maximale Sauerstoffaufnahmerate ist streng proportional zum Cytochromgehalt der
Zellen.
Manche Bakterien (E. coli, Klebs. pneum.) besitzen nicht das, vor allem bei ho¨heren Organis-
men, weit verbreitete Cytochrom c, und daher auch keine Cytochrom-c-Oxidase.3 Sie verfu¨gen aber
u¨ber die Cytochrome d und o und die dazugeho¨rige Oxidasen: den bd-Typ und den bo-Typ [53, 218].
Der Cytochrom-o-Zweig der Atmungskette hat eine relativ geringe Aktivita¨t zu Sauerstoff, wird
bei Gegenwart von Sauerstoff generell (konstitutiv) exprimiert und erlaubt einen hohen Energie-
gewinn fu¨r die Zelle. Bei geringen Sauerstoffkonzentrationen wird die Expression der Proteine fu¨r
den Cytochrom-d-Zweig induziert [110]. Dieser Zweig liefert der Zelle geringeren Energiegewinn aus
jedem reduzierten Sauerstoffmoleku¨l; er hat aber eine hohe Affinita¨t zum Sauerstoff und erlaubt
dessen Nutzung auch noch bei kleinsten Konzentrationen.
Die Einzelheiten und Mechanismen der Genregulation der verschiedenen Cytochrome und Oxi-
dasen in E. coli hat Guest umfassend erkla¨rt [110].
E.2.2 Enterobakterien
Viele Bakterien ko¨nnen also ihre Affinita¨t zum Sauerstoff dem Sauerstoffangebot anpassen, wobei
sie in mikroaeroben Verha¨ltnissen sehr hohe Affinita¨ten erreichen ko¨nnen. Dieses Pha¨nomen wurde
auch bereits 1967 beobachtet [115]: Eine Kultur von Klebsiella pneumoniae steigerte unterhalb
3Der selektive Nachweis dieses Enzyms hat eine große Bedeutung bei der routinema¨ßigen Identifikation von
Gattungen der Familie Enterobacteriaceae.
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eines Sauerstoffpartialdruckes von ungefa¨hr 10% LS plo¨tzlich ihre Sauerstoffverbrauchsrate. Dies
kann nur u¨ber eine Steigerung der Affinita¨t mo¨glich sein.
Klebsiellen haben die Fa¨higkeit, bei Bedarf molekularen Stickstoff in ihren Stoffwechsel aufzu-
nehmen (Stickstoffixierung). Hierfu¨r sind sie aber auf mikroaerobe Bedingungen angewiesen, weil
das dafu¨r notwendige Enzym Nitrogenase empfindlich gegen hohe Sauerstoffpartialdru¨cke ist.4 Sie
schaffen sich selbst diese Bedingungen durch die Bildung einer dicken Schleimkapsel um jede Zelle;
diese stellt eine Diffusionsbarriere dar, durch die Sauerstoff eindiffundieren kann, ohne daß die
scha¨dliche Konzentration fu¨r die Nitrogenase u¨berschritten wird.
Diese Diffusionsbarriere bewirkt eine unumga¨ngliche Erho¨hung der scheinbaren Sa¨ttigungs-
konzentration KM fu¨r die Sauerstoffaufnahmekinetik; der lineare Anteil der Sa¨ttigungskurve wird
vergro¨ßert, wie in Abschnitt 3.1.3.1 (Seite 33) dargelegt.
E.2.3 Dynamik
Wenn im Bioreaktor Konzentrationsgradienten existieren, sind die suspendierten Organismen bei
ihrer Zirkulation durch den Reaktor sta¨ndig schwankenden Umgebungsbedingungen ausgesetzt.
Dies hat Auswirkungen auf die Gen- und Stoffwechselregulation dieser Organismen. Dieses Problem
wurde bereits in Abschnitt 3.1.2 (Seite 30) beru¨hrt.
E.2.3.1 Regulationsgeschwindigkeit
Hierbei ist zu betrachten, wie schnell die Organismen auf die wechselnden Einflu¨sse reagieren.
Im einfachsten Fall nimmt man an, daß die Regulationsmechanismen der Zellen sehr langsam
sind; sie integrieren dann u¨ber Schwankungen im Sekunden- oder Minutenbereich hinweg, oder
stellen sich nur in Abha¨ngigkeit vom ho¨chsten oder tiefsten regelma¨ßig auftretenden Wert ein
(z.B. Induktionsschwelle). In diesem Fall ist das Verhalten der Zellen u¨berall im Reaktor gleich.
Die Realita¨t ist aber komplizierter: Es wurde gezeigt, daß die ATP-Konzentration in lebenden
Zellen, z.B. nach einer sprunghaften A¨nderung der umgebenden Glukose-Konzentration, innerhalb
einer einzigen Sekunde auf die Ha¨lfte sinken kann [268]. Diese Konzentration hat vielfa¨ltigen Einfluß
auf biochemische Gleichgewichte und auf das Verhalten regulatorischer Enzyme.5 — A¨hnliche
Ergebnisse berichtet auch Abel (1990) [1].
E.2.3.2 Genregulation
Neben der Regulation der Enzymaktivita¨t wird auch die Menge der einzelnen Enzyme reguliert.
Dies geschieht auf den Ebenen der Transkription und (in bestimmten Fa¨llen) Translation. Ganze
Stoffwechselwege werden in Bakterien ha¨ufig auf transkriptioneller Ebene reguliert: Angebot oder
Mangel eines bestimmten Substrates induzieren die Transkription mehrerer Gene zu einer einzi-
gen (polycistronischen6) mRNA, von der sa¨mtliche Enzyme eines Stoffwechselweges synthetisiert
werden ko¨nnen (Translation).
4Andere biologische Systeme (Pflanzen mit endosymbiontischen Bakterien in Wurzelkno¨llchen) lo¨sen die-
ses Problem durch die Bildung Ha¨moglobin-a¨hnlicher Sauerstoffcarrier , die hohe Sauerstoffkonzentrationen und
-transportraten bei geringem Partialdruck ermo¨glichen.
5Enzyme sind dann regulatorisch relevant, wenn sie nahezu irreversible biochemische Reaktionen katalysieren.
Substrat- oder produkta¨hnliche wie auch ganz unverwandte Verbindungen ko¨nnen mit ihnen wechselwirken und ihre
katalytische Aktivita¨t massiv beeinflussen.
6Ein Cistron ist ein Abschnitt auf einer mRNA, der fu¨r ein Protein steht, daß (von diesem Cistron ausgehend)
in einem Durchgang synthetisiert werden kann (Translation an Ribosomen).
”
Polycistronisch“ heißt ein mRNA-
Moleku¨l, das mehrere Cistrons, also Information zur Translation und Synthese mehrerer Proteine, entha¨lt.
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Es wurde nachgewiesen, daß bereits fu¨nf Sekunden nach einer Vera¨nderung der Umgebungsbe-
dingungen die Konzentration einer entsprechenden mRNA Vera¨nderungen zeigt; nach 90 Sekun-
den stellt sich die neue Gleichgewichtskonzentration zwischen Abbau und Neusynthese der mRNA
ein [28]. Die Synthese eines Proteinmoleku¨les dauert gewo¨hnlich weniger als eine Sekunde; auch die
Proteinkonzentrationen reagieren also schnell. Zehn Sekunden nach einem Millieuwechsel haben
bestimmte Proteinkonzentrationen bereits mit Sicherheit ihre Werte gea¨ndert.
E.2.3.3 Auf- und Abbau–Gleichgewicht
Bakterien enthalten Proteasen zum Abbau nicht mehr beno¨tigter Enzyme und Proteine. Dies
gibt jedem intrazellula¨ren Protein eine bestimmte mittlere Lebensdauer, die von der Affinita¨t
der Proteasen zu ihm abha¨ngt. Wird ein aktiver Gencluster nach Ausbleiben des induzierenden
Umwelteinflusses wieder stillgelegt, so erliegt die Neusynthese der zugeho¨rigen Enzyme, und deren
Konzentrationen fangen an zu sinken. Werden die Gene durch erneute Induktion wieder aktiviert,
kommt die Produktion wieder in Gang und u¨berwiegt anfa¨nglich den Enzymabbau durch die
Proteasen.
Dieses wechselnde Ein- und Ausschalten eines Stoffwechselweges bewirkt also, daß die Konzen-
trationen der Enzyme des genregulierten Stoffwechselweges um einen mittleren, relativ geringen
Wert schwanken. Die Gro¨ße der Schwankungen ha¨ngt von der Gro¨ße, Komplexita¨t und damit
Auf- und Abbaugeschwindigkeit der einzelnen Proteine ab. Bei kleinen, schnell auf- und abge-
bauten Proteinen wird die Konzentration schnell den Umgebungseinflu¨ssen folgen und drastisch
schwanken, und umgekehrt.
Fu¨r Saccharomyces cerevisiae wurde gefunden, daß der globale Stoffwechselstatus in Bega-
sungswechselexperimenten nicht von der Dauer der anaeroben Phase abha¨ngt, sondern vom
Verha¨ltnis der La¨ngen von aerober und anaerober Phase zueinander [320]. Dies unterstu¨tzt die
Hypothese der zeitlich integrierenden Genregulation.
E.2.3.4 “lag”-Phasen
Wenn eine Bakterienkultur von aeroben in anaerobe Verha¨ltnisse u¨berfu¨hrt wird, zwingt dieser
Wechsel zum sofortigen Ende der Sauerstoffaufnahme. Mit den vorhandenen Enzymen kann aber
ohne weiteres sofort fermentativer Stoffwechsel betrieben werden – die Zwischenprodukte werden
nicht im Tri-Carbonsa¨ure-Zyklus veratmet, sondern nach ho¨chstens geringfu¨giger Modifikation
ausgeschieden. Die Enzyme fu¨r diese Wege sind konstitutiv, also immer vorhanden; der Wechsel
geht verzo¨gerungsfrei.
Wenn umgekehrt eine anaerob gehaltene Kultur plo¨tzlich Sauerstoff ausgesetzt wird, vergeht
eine gewisse Zeit, bevor die nunmehr effizienteren oxidativen Stoffwechselwege in Gang kommen [1,
32]. Dies liegt daran, daß die Expression der notwendigen Enzyme erst anlaufen muß. Fraglich ist
nun, welche Regulation resultiert, wenn die Kultur einem Wechsel aus aeroben und anaeroben
Bedingungen ausgesetzt wird. Dies wurde in Abschnitt 3.1.2 (Seite 30) diskutiert.
E.3 Numerische Stro¨mungssimulation
E.3.1 “sliding meshes”
Viele Diskretisationsgitter sind in Umfangsrichtung nicht regelma¨ßig geteilt, d.h. die Winkel zwi-
schen den einzelnen senkrechten Schnittebenen im Gitter sind nicht konstant. Dadurch kann nicht
immer jede Zelle an der Grenzfla¨che zwischen den Teilgittern genau einen einzigen Nachbarn auf
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der anderen Seite der Grenzfla¨che haben (vgl. Abbildung E.2). Solche Fa¨lle erfordern eine spezi-
elle Behandlung in der Numerik. Gitterzellen, die mehr als einen Nachbarn jenseits der Grenze
zwischen den Teilbereichen haben, werden dynamisch in entsprechend viele Teilzellen unterteilt,
von denen jede einzeln vollwertig behandelt wird [217, 95].
Wenn ein Gitter regelma¨ßig geteilt ist, kann der Zeitschritt so gewa¨hlt werden, daß die radialen
Gitterlinien immer kontinuierlich durchgehen, d.h. daß jede Zelle an der Grenzfla¨che immer genau
einen einzigen Nachbarn auf der anderen Seite der Grenzfla¨che hat (Methode der “clicking grids”).
Wenn die La¨nge der Zeitschritte frei gewa¨hlt werden soll, kann auch bei regelma¨ßig geteiltem Gitter
eine Sonderbehandlung solcher komplizierten Nachbarschaftsverha¨ltnisse no¨tig werden.
Eine eigene Art der Behandlung dieses Problems ist in [181] beschrieben. Da hier die Anzahl der
Zellen in Umfangsrichtung auf beiden Seiten der Grenzfla¨che gleich ist, werden die Zellen in einer
Schicht an der Grenzfla¨che dynamisch derart verzerrt, daß jede Zelle genau mit einem einzigen
Nachbarn auf der anderen Seite der Grenze verbunden ist. Diese Methode ist nur bei regelma¨ßig
geteilten Gittern sinnvolle, weil sie sonst u.U. extrem schiefwinklige Zellen produziert.
E.3.2 Gittereinfluß
In den ersten Simulationsergebnissen fu¨r die Flu¨ssigkeitsstro¨mung (vgl. Abschnitt 5.2, auf Seite 93)
fielen achsnah, unmittelbar unter der freien Oberfla¨che, lokal erho¨hte Werte der Turbulenzpara-
meter k und  auf.7 In Abschnitt 5.2.1, auf Seite 95 wurde die urspru¨ngliche Form der Grenzfla¨che
zwischen innerem und a¨ußerem Teilbereich beschrieben; u.a. lag die obere, ebene Grenzfla¨che zwi-
schen innerem und a¨ußerem Teilbereich sehr eng an der freien Flu¨ssigkeitsoberfla¨che.
Um reale Effekte an der freien Oberfla¨che von mo¨glichen Artefakten der Grenzfla¨che zwischen
rotierendem und still stehendem Teilbereich zu trennen, wurde die obere ebene Grenzfla¨che na¨her
an den Ru¨hrer verlagert. (Gleichzeitig wurde auch die untere ebene Grenzfla¨che na¨her an den
Ru¨hrer herangeru¨ckt; vgl. Abbildung 5.6 auf Seite 94.) Erneute Simulationsrechnungen zeigten
nun genau in der Ho¨he der (oberen) ebenen Grenzfla¨che, in der Na¨he der Achse, lokal erho¨hte
Werte fu¨r die spezifische kinetische Energie k der Turbulenz. Dies ist in Abbildung E.1 dargestellt.
E.3.2.1 Winkelteilung
Die bisher beschriebenen Vorstudien wurden in Gittern gerechnet, die von MixSim (Version
1.1 [94]), einem Pra¨prozessor und Gittergenerierer zu FLUENT, erzeugt worden waren. Die Git-
ter wurden in gleicher Weise fu¨r pseudostationa¨re und voll instationa¨re Berechnung definiert.
Pseudostationa¨re Berechnungen erfordern in kritischen Regionen ziemlich hohe Gitterauflo¨sungen;
deswegen wurden die Gitter vom Gittergenerierer automatisch in der Na¨he der Ru¨hrerbla¨tter ver-
feinert. Abbildung E.2 zeigt einen horizontalen Querschnitt durch ein solches Gitter in Ho¨he des
Ru¨hrers; man erkennt deutlich die Verdichtung des Gitters am Ru¨hrerblatt.
Die senkrecht stehenden radialen Gitterebenen des (dreidimensionalen) Gitters hatten im ge-
samten Berechnungsgebiet die gleiche ungleichma¨ßige Verteilung in Umfangsrichtung. In einer voll
instationa¨ren Simulation werden inneres und a¨ußeres Teilgitter gegeneinander verdreht, wie es die
rechte Ha¨lfte von Abbildung E.2 zeigt. Dabei a¨ndern sich die Nachbarschaftsverha¨ltnisse zwischen
den Gitterzellen beiderseits der Grenzfla¨che zwischen ”Innen“ und ”Außen“. Die ungleichma¨ßige
Winkelteilung bewirkt dabei, daß diese Nachbarschaftsverha¨ltnisse nicht mehr eindeutig sind –
7Diese Werte sind deswegen besonders relevant, weil der spa¨ter zu modellierende Stoffaustausch durch die freie
Oberfla¨che maßgeblich von ihnen abha¨ngt.
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Abbildung E.1: Die instationa¨re Stro¨mungssimulation mit dem in Abbildung E.2 gezeigten Gitter
ergibt artifizielle Quellen fu¨r die (hier in einer vertikalen Schnittebene dargestellte) spezifische
kinetische Turbulenzenergie k. Man sieht deutlich die unsinnig erho¨hten Werte, wo die obere,
horizontale Abgleitfla¨che zwischen den gegeneinander beweglichen Teilbereichen liegt (Pfeile). In
dicken schwarzen Linien ist die Grenze zwischen innerem und a¨ußerem Teilbereich markiert.
Abbildung E.2: Horizontaler Querschnitt durch ein (dreidimensionales) Gitter mit verfeinerter
Auflo¨sung am Ru¨hrerblatt.Es sind zwei unterschiedliche Zeitschritte einer instationa¨ren Simulation
dargestellt – im rechten Bild sieht man, wie die radialen Gitterlinien von der Abgleitfla¨che zwischen
den Teilbereichen unterbrochen werden.
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Abbildung E.3: Horizontaler Querschnitt durch ein (dreidimensionales) Gitter mit regelma¨ßiger
Winkelteilung an der zylindrischen Abgleitfla¨che zwischen den Teilbereichen. Es sind zwei unter-
schiedliche Zeitschritte dargestellt – in beiden (und vielen anderen) Ru¨hrerstellungen gehen die
radialen Gitterlinien glatt durch die Abgleitfla¨che zwischen den Teilgittern; es herrschen immer
einfach definierte Nachbarschaftsverha¨ltnisse zwischen allen Gitterzellen.
U¨berlappung und U¨berschneidung der aneinanderliegenden Zellgrenzen erschwert die numerische
Diskretisation.8
E.3.2.2 Abhilfe
Die beschriebene Unterbrechnung der radialen Gitterlinien in der instationa¨ren Simulation muß
durch entsprechende Interpolation in Umfangsrichtung entlang der Grenzfla¨che zwischen ”Innen“
und ”Außen“ u¨berbru¨ckt werden. Die lineare Interpolation im nichtlinearen System fu¨hrt aber (un-
ter bestimmten Bedingungen) zu einer artifiziellen Turbulenzproduktion. Diese wurde an der obe-
ren, ebenen Grenzfla¨che zwischen innerem und a¨ußerem Teilbereich gefunden (s.o., Abbildung E.1
[S. 209] und Abschnitt E.3.2 [S. 208]).
Zur Vermeidung der beschriebenen Artefakte mußte also das Diskretisationsgitter verbessert
werden. Die automatische Verfeinerung am Ru¨hrerblatt wurde aufgegeben, und es wurde manuell
eine absolut regelma¨ßige Winkelteilung des Gitters an der Abgleitfla¨che zwischen innerem und
a¨ußerem Teilgitter realisiert. Ein solches Gitter ist, ebenfalls bei zwei unterschiedlichen Zeitschrit-
ten, in Abbildung E.3 gezeigt.9 In Stro¨mungssimulationen mit solchen Gittern war die artifizielle
Turbulenzproduktion an der Abgleitfla¨che zwischen den gegeneinander rotierenden Teilgittern nir-
gendwo mehr zu beobachten. Im weiteren Verlauf der vorliegenden Arbeit wurden ausschließlich
solche regelma¨ßig geteilten Gitter verwendet.
8An den ebenen Grenzfla¨chen [oben und unten] treten genau dieselben U¨berlappungen auf wie am zylinderman-
telfo¨rmigen Anteil der Grenzfla¨che. Deren graphische Veranschaulichung ergibt sich, wenn man in Gedanken die
beiden Gitter in Abbildung E.2 genau u¨bereinanderlegt.
9Die instationa¨re Stro¨mungssimulation in solch einem Gitter wird auch als Methode der “clicking grids” bezeich-
net; vgl. Fußnote E.3.1 in Abschnitt 3.3.4.5 auf Seite 208.
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E.4 Trajektorienberechnungen
E.4.1 Ru¨hrerrotation
Bei der hier entwickelten Vorgehensweise zur Berechnung der Blasentrajektorien steht der Ru¨hrer
(wa¨hrend der Trajektorienberechnung) still im Berechnungsgebiet (vgl. Abschnitt 5.3.2.1 und Fuß-
note 13, auf Seite 100). Die Blasen werden am Begaserring in das Berechnungsgebiet injiziert und
sind dabei gleichma¨ßig in Umfangsrichtung verteilt. Die besondere Stro¨mung am Ru¨hrerblatt kon-
zentriert aber einen großen Teil der Blasenbahnen in der Wirbelschleppe hinter dem Ru¨hrerblatt.
All diese Trajektorien treten also ungefa¨hr an derselben Stelle aus dem rotierenden Koordi-
natensystem (in Ru¨hrerna¨he) in das still stehende Bezugssystem (außen) u¨ber. Dadurch, daß die
Winkelstellung des Ru¨hrers nicht vera¨ndert wird, geht also ein großer Anteil der Trajektorien nahe
beieinander in den Freiraum zwischen den Schikanen. Diese Position ha¨ngt von der Winkelstellung
relativ zu den Schikanen (Stro¨mungsbrechern) ab, die der Ru¨hrer bei der Trajektorienberechnung
hat.
Diese Ha¨ufung von Blasen (-trajektorien) an einer bestimmten Stelle zwischen den Stro¨mungs-
brechern ist ga¨nzlich unrealistisch. In der Realita¨t werden die radial mit der Flu¨ssigkeit nach
außen stro¨menden Gasblasen gleichma¨ßig u¨ber den gesamten Rotationswinkel in Umfangsrichtung
verteilt.
Dieser Effekt wurde auch in das Modell eingefu¨hrt: Wann immer eine Trajektorie vom inneren,
rotierenden Bezugssystem in das a¨ußere, still stehende u¨bertritt, wird sie um einen bestimmten
Winkel in Umfangsrichtung versetzt. Dies ist in Abbildung 5.12 (Seite 103) deutlich zu sehen. Der
Winkel, um den die Blasentrajektorie versetzt wird, kann bei der Berechnung vieler Trajektorien
derart variiert werden, daß alle mo¨glichen Ru¨hrerstellungen gleichma¨ßig repra¨sentiert werden.10
E.4.2 Massepunkte
Wa¨hrend der Trajektorienberechnung fu¨r die Gasblasen wird die tatsa¨chliche Volumenausdehnung
der diskreten Partikeln dieser sekunda¨ren Phase vernachla¨ssigt. Es werden nur Massepunkte und
deren Bewegung durch das Berechnungsgebiet simuliert.11 Dadurch ko¨nnen diese Massepunkte in
der Berechnung beliebig nah an die Wa¨nde im Berechnungsgebiet (und an dessen a¨ußere Grenzen)
herankommen.
Da der Algorithmus urspru¨nglich fu¨r sehr kleine Partikeln in weitla¨ufigen Stro¨mungen ent-
wickelt wurde, wird auch das Eindringen der Partikeln in die wandnahe Grenzschicht im Programm
(FLUENT) erkannt und behandelt. Die Partikel wird in der laminaren Grenzschicht sehr langsam
und somit geradezu ”eingefangen“. Dies ist fu¨r Gasblasen sicherlich unrealistisch – sie sind so groß,
daß sie nie in die laminare Grenzschicht eindringen ko¨nnen.
Gasblasen werden also im prima¨ren numerischen Modell an Wa¨nden unsinnig festgehalten. Dies
fu¨hrt zu stark verfa¨lschten Verweilzeiten und auch unsinnigen Trajektorien. Außerdem verfa¨lscht
es stark die Ergebnisse der Stoffaustauschberechnung.
10Die gleiche Technik mu¨ßte eigentlich auch beim Eintritt der Gasblasen in das rotierende Bezugssystem ange-
wendet werden. Da die Blasen hier aber noch vollkommen gleichma¨ßig in Umfangsrichtung verteilt sind, wu¨rde dies
das Ergebnis in keiner Weise beeinflussen. Deswegen wurde dieser Schritt eingespart.
11Fu¨r die Berechnung des Impulsaustausches zwischen Flu¨ssigkeit und Gasblase wird selbstversta¨ndlich ein kor-
rekter Widerstandskoeffizient aus dem tatsa¨chlichen Durchmesser der Gasblase und den relevanten Stoffparametern
errechnet.
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Abhilfe Fu¨r die realistische Simulation der Blasentrajektorien wurde eine Sonderfunktion im
kommerziellen Programmcode integriert: Sie pru¨ft wa¨hrend der Trajektorienberechnung sta¨ndig,
ob. . .
1. in unmittelbarer Na¨he der Blase eine Wand liegt,12 und in diesem Fall außerdem, ob. . .
2. die Blase na¨her an der Grenze des Kontrollvolumens zu dieser Wand liegt, als ihr aktueller
Radius erlaubt.
Wenn die zweite Bedingung erfu¨llt ist, wird der vom aktuellen Radius der Blase geforderte Min-
destabstand zur Wand erzwungen. Falls irgend eine Kraft (Auftrieb, Flu¨ssigkeitsstro¨mung, etc.)
die Blase an die Wand zu dru¨cken versucht, wird der Mindestabstand in jedem Zeitschritt der
Trajektorienberechnung erneut erzwungen. Dies dauert an, bis die Blase sich so weit an der Wand
entlang bewegt hat, daß sie anschließend wieder gro¨ßeren Abstand von ihr gewinnen kann.
E.5 Numerischer Stofftransport
E.5.1 Massenanteile
Die den Navier-Stokes-Gleichungen zu Grunde liegenden Erhaltungssa¨tze gelten fu¨r die Erhal-
tungsgro¨ßen Masse, Impuls und Energie. Deswegen werden fu¨r die Simulation des Stofftransportes
Massenanteile verwendet. Das fu¨hrt aber bei der Behandlung in Wasser gelo¨sten Sauerstoffes zu
einem Problem. Die Massenanteile werden dann na¨mlich numerisch so klein, daß die begrenz-
te Genauigkeit schneller Computer nicht ausreicht, Simulationen mit sinnvoller Genauigkeit zu
berechnen.13
Im entwickelten Modell wurde deswegen eine Skalierung der Massenanteile vorgenommen: Die
Massenanteile, die im (kommerziellen) Lo¨ser fu¨r die Navier-Stokes-Gleichungen verwendet wer-
den, sind um mehrere Zehnerpotenzen ho¨her als die tatsa¨chlichen Werte. Abgesehen von der Simu-
lation von Konvektion und Dispersion werden die Werte ausschließlich in eigenen Routinen verwen-
det, die im Rahmen dieser Arbeit entwickelt wurden. Deswegen konnte dort u¨berall ein konstanter
Skalierungsfaktor integriert werden. Damit ko¨nnen die Simulationen ohne weiteren Aufwand mit
guter Genauigkeit ausgefu¨hrt werden. (Zur U¨berpru¨fung der Genauigkeit vgl. Abschnitt E.5.3.)
Dichte Es wird angenommen, daß die physikochemischen Eigenschaften der Flu¨ssigkeit durch
den gelo¨sten Sauerstoff nicht vera¨ndert werden. Entsprechend erha¨lt der ”Sauerstoff“ fu¨r den kom-
merziellen Differentialgleichungslo¨ser ebenfalls genau dieselbe Dichte wie die verwendete Flu¨ssig-
keit. Die Viskosita¨t und andere Eigenschaften brauchen nicht definiert zu werden, solange keine
Stro¨mungssimulation fu¨r die Flu¨ssigkeit durchgefu¨hrt wird; letztere wurde vollsta¨ndig von der
Stofftransportberechnung entkoppelt, wie in Abschnitt 5.5.3 (Seite 117) dargestellt.
E.5.2 Nullpunkt
Bei der Simulation mikroaerober Prozesse treten teilweise extrem geringe Konzentrationen des
gelo¨sten Sauerstoffes auf. Im Rahmen unvermeidlicher numerischer Ungenauigkeiten ko¨nnen dabei
12Im gesamten Berechnungsgebiet sind die Kontrollvolumina (
”
Zellen“) deutlich gro¨ßer als die Blasen. Daher
genu¨gt es, zu kontrollieren, ob eine Nachbarzelle zu derjenigen Zelle, in der die Blase sich gerade befindet, als
Wandzelle definiert ist.
13Viele Rechner erlauben die Verwendung unterschiedlich großer Datentypen, die dann unterschiedliche Genau-
igkeiten zulassen. Genauere Datentypen konnten in dieser Arbeit nicht verwendet werden, weil nur begrenzter Ar-
beitsspeicher und Rechenzeit zur Verfu¨gung standen.
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(kurzfristig) auch minimal negative Werte fu¨r die (oben genannten) Massenanteile auftreten. Der
(kommerzielle) Lo¨ser fu¨r die Navier-Stokes-Gleichungen erkennt dies als physikalisch unsinnig
und setzt alle negativen Massenanteile rigoros auf null.
Diese Eingriffe sto¨ren aber derart die iterative Lo¨sung der Gleichungssysteme, daß keine Kon-
vergenz mehr zu erreichen ist. Deswegen wurde, zusa¨tzlich zur oben beschriebenen Skalierung
(voriger Abschnitt), eine Nullpunktverschiebung zu positiven Werten eingebracht. Ein definierter,
positiv von null verschiedener Massenanteil im Gleichungslo¨ser steht also fu¨r die Gelo¨stsauerstoff-
konzentration ”null“. Damit sind (kleine) negative Konzentrationen ebenfalls realisierbar.
Die Beschreibung des Sauerstoffverbrauches mit einer Kinetik nach Monod ist eigentlich nur
fu¨r nichtnegative Konzentrationen definiert. Fu¨r die numerische Stabilita¨t wurde die Verbrauchs-
rate bei negativen Konzentrationen aber nicht auf konstant null gesetzt; die Kurve wurde linear
u¨ber den Nullpunkt hinaus in den negativen Konzentrationsbereich extrapoliert. Dies ermo¨glicht
eine schnelle und sichere Konvergenz der iterativen Gleichungslo¨sung auf das physikalisch sinnvolle
Endergebnis.
E.5.3 Bilanzausgleich
Im Modell wird ein Sauerstoffverbrauch simuliert. Das verwendete Simulationsprogramm u¨berpru¨ft
aber sta¨ndig die Erfu¨llung der geforderten Erhaltungssa¨tze. Sowie diese verletzt werden, wird die
weitere Berechnung mit einer Fehlermeldung abgebrochen.
Zur Abhilfe wurde eine zusa¨tzliche, fiktive chemische Substanz eingefu¨hrt. Sie gleicht in allen
Eigenschaften exakt dem gelo¨sten Sauerstoff, und immer, wenn Sauerstoff verbraucht wird, wird
im numerischen Modell eine identische Menge dieser ”Ausgleichssubstanz“ erzeugt.
Bilanzkontrolle Mit diesen beiden chemischen Spezies konnte sehr effizient die Simulation u¨ber-
pru¨ft werden: Die Summe beider Konzentrationen mußte u¨berall immer denselben Wert haben.
Alle in dieser Arbeit entwickelten Routinen werden jeweils identisch auf beide Spezies angewen-
det. Durch U¨berwachung deren gemeinsamer Gesamtkonzentration ließ sich eindeutig zeigen, daß
trotz der zahlreichen Manipulationen die Erhaltungssa¨tze im entwickelten Modell nirgends verletzt
werden.
E.6 Phaseroptischer Sauerstoffsensor
In Abschnitt 6.7.3 auf Seite 131 wurde die ausfu¨hrliche Kalibrierung des phaseroptischen Sauer-
stoffsensors (”MOPS“) beschrieben und diskutiert. Einige weitere Beobachtungen und Erkennt-
nisse zum Detailwissen u¨ber dieses Meßgera¨t werden in den folgenden Unterabschnitten wiederge-
geben.
E.6.1 Parameterstreuung
In Abschnitt 6.7.3.1 (Seite 131) wurde die Parameterbestimmung zu den Kalibrierfunktionen fu¨r
die einzelnen Sauerstoffoptoden (phaseroptischen Sauerstoffsensoren) beschrieben. Die gefundenen
Werte fu¨r die Parameter der einzelnen Sonden sind in Tabelle 6.1 (Seite 133) aufgelistet. Sie werden
im folgenden diskutiert.
Die Programmierung des Meßgera¨tes sieht vor, daß I0 (das Ausgangssignal vom Sekunda¨r-
Elektronen-Vervielfacher [SEV] bei Abwesenheit von Sauerstoff) fu¨r alle Optoden genau 9 V
entspricht. Wa¨hrend der gera¨teinternen Kalibrierung wird fu¨r jede Optode ein geeigneter
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Versta¨rkungsfaktor bestimmt, der jeweils (gera¨teintern) am SEV eingestellt wird, um dieses Krite-
rium zu erfu¨llen. Tabelle 6.1 zeigt aber starke Abweichungen von diesem Ziel; zur Herkunft dieser
Abweichungen s. Abschnitt E.6.2.
Bauteil- und Fertigungsstreuungen fu¨hren dazu, daß der Parameter If fu¨r jeden Meßkanal
einzeln bestimmt werden muß. Der Wert des Parameters f1(= 1− f2) ha¨ngt von der molekularen
Umgebung der Farbstoffmoleku¨le im Silikon ab, weil diese wiederum u¨ber die anteiligen Ausmaße
von dynamischer und statischer Fluoreszenzlo¨schung entscheiden. Diese Verha¨ltnisse vera¨ndern
sich mit dem Alter des Materials und der Anzahl der u¨berstandenen Hitzesterilisationen; daher
ist auch f1 ein spezifischer Parameter fu¨r jede einzelne Optode. Die Stern-Volmer-Konstanten
fu¨r dynamische und statische Lo¨schung ha¨ngen ebenfalls von Details der molekularen Umgebung
der Farbstoffmoleku¨le ab. Sowie z.B. die Silikonmatrix nicht exakt auf dieselbe Weise hergestellt
wurde, treten Unterschiede zwischen den Konstanten fu¨r die einzelnen Optoden auf.
E.6.2 Schwankungen
In Abschnitt E.6.1 wurde bereits auf die gera¨teinterne Vorkalibrierung hingewiesen. Vor Betriebs-
beginn des Sensors wird an den Sonden Sauerstofffreiheit hergestellt, und das Gera¨t bestimmt dann
fu¨r jede Sonde einzeln einen spezifischen Versta¨rkungsfaktor, der jeweils zur Messung mit der ein-
zelnen Sonde durch den internen Mikroprozessor am SEV (Sekunda¨r-Elektronen-Vervielfacher)
eingestellt wird. Die Faktoren werden so gewa¨hlt, daß bei Sauerstoffreiheit 90% der Vollast des
SEV erreicht wird (9,0 V Ausgangssignal); so kann dessen dynamischer Bereich – unter Belassen
einer gewissen Sicherheit – voll ausgenutzt werden.
Wa¨hrend der ersten acht Stunden des Meßbetriebes nach der internen Kalibrierung driftet
das Signal fu¨r Sauerstofffreiheit weiter aufwa¨rts – anfangs linear, dann in eine Sa¨ttigung zwi-
schen 9,4 V und 9,7 V hinein. Dies ist vollsta¨ndig reproduzierbar, wenn direkt aus dem laufenden
Meßbetrieb heraus eine vollsta¨ndige, neue, gera¨teinterne Kalibrierung ausgelo¨st wird.
Wa¨hrend dieser gera¨teinternen Kalibrierung wird kontinuierlich (moduliertes) Erregungslicht
in die Optode eingestrahlt. Beim spa¨teren Meßbetrieb wird nur noch alle 10 oder 20 Sekunden ein
kurzer (modulierter) Impuls eingestrahlt, um die Belastung des Farbstoffes und sein allma¨hliches
Ausbleichen [159] zu minimieren. Sofern der SEV auch im Meßbetrieb kontinuierlich angesteu-
ert wird, kann die Vera¨nderung nur in der Leuchtdiode liegen. Ihre Quantenausbeute variiert
mo¨glicherweise mit der Temperatur, die wiederum bei Dauerbetrieb eine andere sein muß als bei
Impulsbetrieb.14
E.6.3 Drift und Sto¨reinflu¨sse
Es ist bekannt, daß der Farbstoff bei starker, kontinuierlicher Beleuchtung langsam und kontinu-
ierlich ausbleicht [64]. Deswegen wird im verwendeten Gera¨t nur mit kurzen (modulierten) Erre-
gungslichtimpulsen gearbeitet. Dennoch ist im Langzeitbetrieb (zwei Wochen) eine gewisse Drift
der Signale zu beobachten. Zur Gewinnung genauester Meßwerte ist also zumindest eine ta¨gliche
U¨berpru¨fung bzw. Korrektur des Grenzwertes I0 sinnvoll.
Weiterhin sind Sto¨reinflu¨sse bestimmter chemischer Verbindungen bekannt. Es wurde von Pro-
blemen bei der Messung in hochprozentigen ethanolischen Lo¨sungen berichtet [63]. In der vorlie-
genden Arbeit wurden Einflu¨sse verdu¨nnter Lo¨sungen kleiner organischer Verbindungen auf die
14Blaue Leuchtdioden haben eine Betriebsspannung von ungefa¨hr 2 Volt; bei einem typischen Strom von 10mA (fu¨r
eine
”
superhelle“ LED) wird also der winzige Halbleiterkristall sta¨ndig mit 20mW Heizleistung erwa¨rmt. (Die Ener-
gieabfuhr durch die ausgesandte Strahlung wird vernachla¨ssigt.) Die verursachte Erwa¨rmung kann als ein mo¨glicher
Grund fu¨r die Schwankungen angenommen werden.
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Meßwerte untersucht. Ethanol und Glyzerin zeigten hier keine eindeutigen Effekte; Azetat (neu-
tralisierte Essigsa¨ure) zeigte aber einen eindeutigen Einfluß auf die angezeigten Fluoreszenzinten-
sita¨ten bei Sauerstofffreiheit (Abweichungen von 2% vom Meßwert von ungefa¨hr 9,0 V).
Ein erheblicher Einfluß wurde auch fu¨r Temperaturschwankungen gefunden. Eine Vera¨nderung
der Temperatur um 18K bewirkte eine Vera¨nderung des Signales um 0,03V per K, entsprechend 13 %
des Meßwertes per K.
Das Meßprinzip gestattet eine hohe Genauigkeit bei kleinsten Sauerstoffkonzentrationen. We-
gen der (betragsma¨ßig) großen Steigung der Ausgleichskurven bei kleinsten Sauerstoffkonzentra-
tionen (Abbildung 6.6, auf Seite 132) machen die angegebenen Vera¨nderungen in der gemessenen
Fluoreszenzintensita¨t nur geringe Unsicherheiten aus. Eine Schwankung der gemessenen Fluores-
zenzintensita¨t um 0,1 V, also gut 1% des Meßsignales nahe Sauerstofffreiheit, entspricht hier nur
einer Unsicherheit von 0,4% Luftsa¨ttigung.
E.7 Fed-batch-Fermentation
Im Anschluß an die in Abschnitt 6.8.3 (Seite 136) beschriebenen Experimente wurde die Fermen-
tation in einer mehrteiligen Fed-Batch-Phase weitergefu¨hrt. Die daraus abgeleiteten Ergebnisse
werden hier berichtet.
Es wurden verschiedene Fu¨tterungsraten (mit 10%-iger Glyzerinlo¨sung) bei Blasenbegasung
durch den Begaserring eingestellt. Die Pumpe wurde ungefa¨hr im Minutenrythmus stoßweise an-
gesteuert; deswegen ergaben sich stark schwankende Konzentrationsverla¨ufe an den Sauerstoffson-
den. Die qualitative Form der ra¨umlich verteilten Konzentrationen entsprach aber vollsta¨ndig den
oben aufgelisteten Meßergebnissen.
Weiterhin wurden mit der Abgasanalyse der Sauerstoffverbrauch und die Kohlendioxidpro-
duktion beobachtet. Bei mittleren Sauerstoffkonzentrationen zwischen 33% LS15 und 0,5% LS
(abha¨ngig von der Fu¨tterungsrate) wurden jeweils konstant zwei Mol Sauerstoff je Mol Glyzerin
verbraucht und zwei Mol Kohlendioxid je Mol Glyzerin produziert.
(Die genauen Zahlenwerte sind: Bei 16% LS: fu¨r beide Gro¨ßen 2,05; bei 33% LS: 2,1
[
O2
Glyzerin
]
und
2,2
[
CO2
Glyzerin
]
; bei 0,5% LS: 1,98
[
O2
Glyzerin
]
und 1,94
[
CO2
Glyzerin
]
.) Der respiratorische Quotient lag al-
so in allen drei Fa¨llen sehr nahe bei 1,0.
Die Verha¨ltnisse der Fu¨tterungsraten zueinander entsprechen innerhalb ca. 10% den Verha¨ltnis-
sen der gemessenen treibenden Konzentrationsdifferenzen fu¨r den Stoffaustausch (vereinfachende
Annahme vollsta¨ndiger Durchmischung im Reaktor). Daher existiert kein eindeutiges Indiz fu¨r
wesentliche Ga¨rung parallel zum (mikro-) aeroben Stoffwechsel bei der ho¨chsten Fu¨tterungsrate.
E.8 Anmerkungen zum scale-up aerober Bioprozesse
Die vorliegende Arbeit weist vielfach auf die Anwendung von (numerischen) Modellen zur Be-
schreibung maßstabsvergro¨ßerter Prozesse hin; hier liegt großes Potential fu¨r Einsparungen und
erho¨hte Erfolgssicherheit bei der Etablierung industrieller Prozesse.
Bei der Maßstabsvergro¨ßerung begaster Bioprozesse gilt allgemein die Konsthaltung des spe-
zifischen Leistungseintrages als Methode der Wahl. Die alte Regel, (mindestens) eine charakte-
ristische dimensionslose Kennzahl konstant zu halten, ist hier also bereits verlassen worden. Die
Konstanthaltung der Reynoldszahl hat sich la¨ngst als unzureichend erwiesen.
15LS = Luftsa¨ttigung.
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E.8.1 Andere Kriterien
In Prozessen mit scherempfindlichen Organismen (Pilze) ist es oft ratsam, die Ru¨hrerspitzenge-
schwindigkeit bei der Maßstabsvergro¨ßerung konstant zu halten, um die ho¨chsten auftretenden
Scherkra¨fte nicht zu erho¨hen. Wenn gleichzeitig effizienter Stoffaustausch mit einer dispersen Gas-
phase erforderlich ist, wird dann eine drastische Erho¨hung des Gasstromes no¨tig, die schnell zur
”U¨berflutung“ des Ru¨hrers fu¨hrt: Die Auftriebsstro¨mung der Gasblasen u¨berwiegt die Pumpwir-
kung des Ru¨hrers, der Ru¨hrer wird ganz vom Gas umspu¨lt und sein Pumpeffekt bricht zusammen.
In dispersen Systemen mit starker Koaleszenz (hoher Volumenanteil der dispersen Phase, kei-
ne Koaleszenzhemmung; z.B. bei vielen Emulsionen) ist es u.U. notwendig, die Zirkulationszeit
konstant zu halten. Dies wurde in Abschnitt 1.4.1 (Seite 8) genauer diskutiert.
E.8.2 Begasungsrate
Eine langdiskutierte Frage bei der Maßstabsvergro¨ßerung begaster Ru¨hrkesselreaktoren ist, wie
der Gasvolumenstrom mit dem linearen Maßstab zu vergro¨ßern ist. Diskutiert werden vor allem
die Konstanthaltung der volumetrischen Begasungsrate ( V˙gV ) bzw. alternativ die Konstanthaltung
der Gasleerrohrgeschwindigkeit wg0.
Es wurde z.B. die Beobachtung gemacht, daß der Einfluß der Begasung auf den Ru¨hrerlei-
stungseintrag bei konstanter volumetrischer Begasungsrate in der Maßstabsvergro¨ßerung kon-
stant bleibt [56]. Dies ist u¨berraschend, da auf der anderen Seite leicht zu zeigen ist, daß der
(relative) disperse Gasvolumenanteil im Ru¨hrkessel nur bei Konstanthaltung der Gasleerrohr-
geschwindigkeit in der Maßstabsvergro¨ßerung konstant bleibt (s. dieselbe Quelle).
Gasvolumenanteil Wenn das Gas oder dessen relevanter Inhaltsstoff (Sauerstoff in Luft)
vollsta¨ndig in der Flu¨ssigkeit absorbiert wu¨rde, so mu¨ßte der Gasvolumenstrom bei der Maßstabs-
vergro¨ßerung proportional mit dem Volumen der absorbierenden Flu¨ssigkeit gesteigert werden.
Nur so wa¨re z.B. eine vergleichbare Sauerstoffversorgung zwischen Labor- und Produktionsreaktor
gewa¨hrleistet.
Die vollsta¨ndige Absorption ist aber ein sehr unrealistisches Szenario. Viel realistischer ist der
entgegengesetzte Grenzwert, na¨mlich daß Gasvolumenstrom und -zusammensetzung bei Gaseinlaß
und Gasaustritt (anna¨hernd) gleich sind. Betrachtet man nun ersatzweise eine homogene Bla-
sensa¨ule, so wird klar, daß hier die (spezifische) Phasengrenzfla¨che a die ausschlaggebende Gro¨ße
ist. Um (bei gleicher Blasengro¨ße) in Labor- und Produktionsreaktor dieselbe Phasengrenzfla¨che
zu erhalten, muß derselbe Gasvolumenanteil erreicht werden; das erfordert jeweils dieselbe Gasleer-
rohrgeschwindigkeit. Die Begasungsrate wird in diesem Fall nicht mit dem Flu¨ssigkeitsvolumen,
sondern nur mit der (horizontalen) Querschnittsfla¨che gesteigert.
E.8.3 Nichta¨hnlichkeit
Eine konstante (spezifische) Phasengrenzfla¨che fu¨hrt (bei konstanter Gaszusammensetzung und
-stro¨mung sowie konstanter Konzentration in der Flu¨ssigkeit) nur dann zu derselben Stoffu¨ber-
gangsrate, wenn auch der lineare Stoffu¨bergangskoeffizient βl identisch ist. Das setzt gleiche Tur-
bulenzintensita¨ten in Labor- und Produktionsreaktor voraus.
Zeitkonstanten In Ru¨hrkesseln sind hohe Turbulenzgrade auf kleine Anteile des Reaktorvolu-
mens beschra¨nkt, na¨mlich unmittelbar an den Ru¨hrern. Dadurch sind sowohl (u¨ber die Blasen-
gro¨ße) die lokale spezifische Phasengrenzfla¨che a als auch der lineare Stoffaustauschkoeffizient βl
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ortsabha¨ngig. Die Gro¨ße der Zone, in der intensivierter Stoffaustausch stattfindet, wa¨chst aber bei
der Maßstabsvergro¨ßerung nicht unbedingt im gleichen Verha¨ltnis wie das gesamte Reaktorvolu-
men.
Bei geometrisch a¨hnlicher Vergro¨ßerung mu¨ßten na¨mlich zum Erhalt echter A¨hnlichkeit im
Sinne konstanter Kennzahlen auch die Stoffparameter sich drastisch a¨ndern. Sie bleiben aber in
der Realita¨t konstant.
Wenn nun z.B. Blasenkoaleszenz eine große Rolle spielt, so ist deren Geschwindigkeit und al-
so die Lebensdauer der kleinen Blasen relevant, bevor sie miteinander zu gro¨ßeren koaleszieren.
Da die Stoffeinflu¨sse auf das Koaleszenzverhalten nicht mitwachsen, schrumpft der Anteil, den
die mit Kleinblasen erfu¨llte Zone am Reaktorvolumen ausmacht. Deswegen reicht es gerade in
koaleszierenden Systemen bei der Maßstabsvergro¨ßerung nicht aus, Leistungseintrag und Gasleer-
rohrgeschwindigkeit konstant zu halten. Vielmehr wird die Begasungsrate zusa¨tzlich angehoben.
Dabei entsteht die Gefahr, daß der Ru¨hrer ”u¨berlastet“ wird, so daß die Auftriebskra¨fte des Gases
u¨berwiegen und der Ru¨hrer vertikal von Gas u¨berflutet und umspu¨lt wird.
Turbulenzzerfall In vollsta¨ndig koaleszenzgehemmten Systemen fa¨llt der beschriebene Einfluß
weg; idealerweise existiert u¨berall eine homogene, einheitliche Blasengro¨ßenverteilung. Neben ei-
ner o¨rtlichen Variation des Gasvolumenanteils in der Stro¨mung werden hier auch die ra¨umlichen
Unterschiede in der Turbulenzintensita¨t relevant. Am Ru¨hrer wird Turbulenz in Form von großen
Wirbeln erzeugt. Diese Wirbel zerfallen im Lauf der Stro¨mung allma¨hlich zu immer kleineren Wir-
beln, bis sie vollsta¨ndig in molekulare Wa¨rmebewegung ”dissipiert“ werden. Die Geschwindigkeit
dieses Zerfalls (vom Prima¨rwirbel u¨ber den Wirbel in Blasengro¨ße, der also den Stoffaustausch
antreibt, bis zur reinen Wa¨rme) ist wiederum stoffabha¨ngig. Das bedeutet, daß die Zone, in der
Turbulenz fu¨r hohen Stoffaustausch sorgt, nicht einfach proportional mit dem Reaktorvolumen
mitwa¨chst. So erkla¨ren sich wiederum Abweichungen von der theoretischen Grundregel, daß bei
konstantem Leistungseintrag
(
P
V
)
und konstanter Gasleerrohrgeschwindigkeit (wg0) auch Gasvo-
lumenanteil (εg) und Sauerstoffu¨bertragungsrate (OTR) konstant sein sollten.
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